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СВЯЗНОСТИ НА МНОГООБРАЗИИ ЦЕНТРИРОВАННЫХ  

ПЛОСКОСТЕЙ В  ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
                                                    

С помощью способа Лаптева исследуется групповая связность в расслоении, 

ассоциированном c многообразием центрированных плоскостей в проективном 

пространстве. Показано, что объект кривизны групповой связности в случае него-

лономного пространства параметров не является тензором, а в голономном случае – 

тензор, содержащий 4 подтензора. Произведено сильное аффинное оснащение мно-

гообразия, состоящее в задании полей плоскостей Картана и нормалей 2–го рода. 

Введено понятие ковариантного дифференциала и ковариантных производных 

оснащающего квазитензора относительно групповой связности. Совокупность по-

следних образует тензор, содержащий 3 подтензора. Доказано, что сильное аффин-

ное оснащение индуцирует 2 типа групповой связности в ассоциированном рассло-

ении. 

          

Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвижному реперу A,AI 

(I,J,K=1, n ), инфинитезимальные перемещения которого определяются формула-

ми      

d=A+
I
AI,  dI=AI+ I

J AJ+IA.                                 (1) 

Структурные формы 
I
, I,  I

J  проективной группы GP(n), удовлетворяют урав-

нениям Картана [1] 

DK
I  =K

J   J
I  + ( K

I J + J
I K)

J
,  D

I
=

K
K

I ,  DI= I
K  K.          (2)  

В пространстве Pn рассмотрим m-мерную центрированную плоскость Lm
 

(1mn). Произведем специализацию подвижного репера А,Aa,A 

(a,b,c,=1,m ; ,,,= m n 1, ), помещая вершину А в центр плоскости Lm, а 

вершины Аa – на плоскость Lm. Из формул (1) следуют уравнения стационарно-

сти плоскости  Lm: 
a
=0,  


=0,  a

 =0.          

Система уравнений r-мерного многообразия В r


 (1rm(n-m)+n) центриро-

ванных плоскостей Lm в параметрической форме имеет вид: 

        a
i
a i

i
i

a ai
i    , , ,                                    (3) 

где формы  Пфаффа 
i
, являющиеся структурными формами r-мерного гладкого 

многообразия Vr - пространства параметров, удовлетворяют уравнениям 

D i j k ri j
j
i    ( , , ... , ).1                                                (4) 

Дифференцируя уравнения (4) внешним образом и применяя обобщенную 

лемму Картана [2], получим 

D j
i

j
k

k
i k

jk
i

jk
i j k             , .0   
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Замечание 1.  Для голономного гладкого многообразия Vr формы  jk
i  сим-

метричны по нижним индексам, а для неголономного гладкого многообразия [3] 

- несимметричны. 

Продолжая систему уравнений (3), получим  

    i
a

i
a

i ai i a    


   0 0 0, , ,                     (5) 

где  - дифференциальный оператор, действующий по закону  

    ai ai bi a
b

bj i
j

bid    

      ,  

а символ  означает сравнение по модулю базисных форм 
i
 . Система функций 

=(  i
a

i ai, , )   является фундаментальным объектом 1-го порядка многообра-

зия Вr
 . 

Из уравнений (2) следует, что с многообразием Вr
  ассоциируется главное 

расслоение GS(Вr
 ) со структурными уравнениями (4) и следующими: 

D Db
a

b
c

c
a i

bi
a

à a
b

b
i

ai                , ,   

D Di
i

a
a         













 


        , ,              (6) 

        D a b
b
a a i

i
a        


       , 

где 

       






bi

a
bi

a
b
a

i i
c

c i
a

b ai ai        ( ) , ,  

       

 

 
 




  i ai
a

i i
a

a i i
a

i
a          ( ) , .  

Базой главного расслоения GS(Вr
 )  является многообразие Вr

 , а типовым слоем 

- S

-членная подгруппа стационарности GS(S


=n(n+1)-m(n-m)) плоскости Lm

 . 

Групповую связность в главном расслоении GS(Вr
 ) зададим с помощью 

форм [4] 
~ b

a  =  b
a  -Г bi

а i ,     ~ a  = a-Г ai
i ,    ~ 

  = 
  -Г

 i
i ,                 

(7)
 

~ 
a  = 

a  -Гi
а  i ,     ~   = -Г i

i . 

Компоненты объекта связности Г={Г Г Г Г Гbi
a

ai i i
a

i, , , ,



  } удовлетворяют диф-

ференциальным уравнениям 

    Г Г Г Г Гbi
a

bi
a

bij
a j

ai ai
b

b ai aij
j        , ,    

Ã Ã Ã Ãi
a

bi
a b

i
à

i
a

ij
a j

  


         , Г Г
i i ij

j







   ,     (8) 

   Ã Ã Ã Ã Ãi i
a

à i ai
a

ij
j

  


         .  

С учетом (6,8) получаем структурные уравнения для форм связности  

D Rb
a

b
с

с
a

bij
a i j~ ~ ~ ,                

      D Ra a
b

b aij
~ ~ ~      i j ,                                                      
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D R ij
~ ~ ~  









    i j ,                     

D Ra b
b
a a

ij
à

~ ~ ~ ~ ~      


       i j , 

D Ra
a ij

~ ~ ~ ~ ~      


       i j , 

где компоненты объекта кривизны групповой связности 

R={ , , , , }R R R R Rbij
a

aij ij ij
a

ij


  выражаются по формулам: 

     R Г Г Гbij
a

b ij
a

b i
c

cj
a [ ] [ ] ,    R Г Г Гaij a ij a i

b
bj [ ] [ ] ,  

R Г Г Г
ij ij i j









 

[ ] [ ] ,   R Г Г Г Г Гij
a

ij
a

i
b

bj
a

i j
a

   


  [ ] [ ] [ ] ,                          (9)       

     R Г Г Г Г Гij ij i
a

aj i j   


  [ ] [ ] [ ] ,  

причем альтернирование производится по крайним индексам в квадратных скоб-

ках.  

Продолжая уравнения (8), получим 
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 Г Г Г Г Гaij ak ij
k

aij
b

b bi aj
b

ai
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bj аij          0  , 

 Г Г Г Гij k ij
k

i j i j ij



















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 Г Г Г Г Г Гij k ij
k
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a

ij i
a

aj i j   


   
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где  
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        
  aij aij ij

a
ij
a   , . 

     Теперь  согласно формулам (9) найдем дифференциальные сравнения для 

компонент объекта кривизны R групповой связности 

       R Г R R Гbij
a

bk
a

ij]
k

aij aij
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  
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  
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   
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    
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0
 

Теорема 1. Если пространство параметров Vr неголономно, то объект кри-

визны R образует геометрический объект лишь вместе с объектом групповой 

связности Г и фундаментальным объектом многообразия. 

Теорема 2. Если пространство параметров Vr голономно, то объект кри-

визны R является тензором, содержащим 4 подтензора  

R R R R R R Rbij
a

bij
a

aij ij ij
a

bij
a

ij
, { , }, , { , , }.




 
  

Осуществим сильное аффинное оснащение [5] многообразия Вr
  полями сле-

дующих геометрических образов : 1) (n-m-1)-плоскости Рn-m-1, не имеющей об-
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щих точек с плоскостью Lm
 ; 2) (m-1)-плоскости Рm-1, принадлежащей плоскости 

Lm
  и не проходящей через ее центр А. 

Оснащающие плоскости определим системами точек  

B A A A B A Aa
a a a a         , ,  

причем   

                  a a
i

a i a
a i

i
a a ai

i      , , .       (10) 

Продолжая эти уравнения, найдем 

   


        i
a a

i
b

bi
a

i
a

ai b ai
b

ai      0 0, ,              
(11)

 

    


     i i
a

a
a

ai i    0.            

Внося  формы связности в дифференциальные уравнения (10),  получим 

             a
i

a i
i

i
a i a

i, , ,                      (12)           

где левые части этих формул 

     

        

   


  

   


 

       

         

a a a b
b
a a a

a
a a a b a

b
a

d

d d

~ ~ ~ ~ ,

~ ~ ~ , ~ ~ ,
 

называются ковариантными дифференциалами компонент оснащающего квази-

тензора      ( , , )a
a  относительно групповой связности Г. В правые части 

(12) входят выражения 

    i
a

i
a a

i
b

bi
a

i
aГ Г Г      


  ,     i a ai b ai

b
aiГ Г   ,          

(13)
 

    i i i
a

аi iГ Г Г      


  ,  

называемые ковариантными производными оснащающего квазитензора  в связ-

ности Г. Воспользовавшись формулами (8,10,11) найдем  

  i
a

i i
a

a i a          0 0 0, , .   

Теорема 3. Совокупность ковариантных производных {  i
a

i i a   , , } 

компонент оснащающего квазитензора  образует  тензор, содержащий 3 

подтензора    i
a

i a i
a

i     , , { , }. 

Фундаментальный тензор  и оснащающий квазитензор   позволяют охва-

тить компоненты объекта связности  Г двумя  способами. В первом случае, рас-

смотрев соотношения (5, 8, 10), получим  охват   объекта связности 

     
1 0 1 0 1 1

 { , , , , }bi
à

ai i i
a

i


   по формулам [6] . 

  

   

bi
a

bi
a

b
a

i i
c

b
a

c c
a

b

i ai
a

i
a

a i i

M

M

0

0

   

    
















 

 
 






      

    

( ),

( ) ,

                              (14) 

        ai ai a b i
b

i
a

i
a b a

bi b i

1 1

     
    

 
      , ( ),  
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       


 


        i a b
b

i
a a

ài a
a

i iM
1

    ,                                 (15) 

где       i
a

i
a

i
a

i i
a

a i
a

a     



         , , .   

Во втором случае, учитывая теорему 2 и полагая  i
a 0 ,  i 0 , 

 i a 0  в формулах (13), находим второй охват      
2 0 2 0 2 2

 { , , , , }bi
a

ai i i
a

i


  по 

формулам (14) и следующим 

       ai ai b ai
b

i
a

i
a a

i
b

bi
a

i i i
a

ai

2 0 2 0 0 2 0 2

                 


    


, , .  

Теорема 4. Сильное аффинное оснащение многообразия Вr
  индуцирует 2 

типа групповой связности в ассоциированном расслоении GS(Вr
 )  с объектами 

Г и Г
1 2

 . 

Замечание 2. Формула (15) уточняет соответствующую формулу работы [6]. 
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E.V. B o n d a r e n k o  

 

CONNECTIONS ON THE MANIFOLD CENTRE  

PLANES IN THE PROJECTIVE SPACE 

 

By means of  Laptevs way group connection is investigated in the  bundle, asso-

ciated with  manifold of centre planes in the projective space. It is shown, that the cur-

vature object of a group connection in case of the nonholonomic space parameters is 

not tensor, but in holonomic  case - tensor, containing four subtensors.  Strong affine 

equipment of the manifold, consisting in the giving of fields Cartans planes and nor-

mals of second kind. The notion of  covariant differential and covariant  derivatives of 

equipping quasitensor in the group connection is introduced. Covariant  derivatives of  
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equipping quasitensor is tensor, containing three subtensors. It is proved, that strong 

affine equipment  induces two types of group connection in the associated bundle. 




