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ON KENMOTSU HYPERSURFACES IN SIX-DIMENSIONAL 
HERMITIAN SUBMANIFOLDS OF CAYLEY ALGEBRA 

 

It is proved that a Kenmotsu hypersurface in a six-dimensional Her-
mitian submanifold of Cayley algebra is minimal if and only if its type 
number is equal to four. It is also proved that a Kenmotsu hypersurface in 
a six-dimensional Hermitian submanifold of the octave algebra cannot be 
totally umbilical. 
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СВЯЗНОСТИ ТРЕХ ТИПОВ В РАССЛОЕНИИ  

НАД ОБЛАСТЬЮ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

В проективном пространстве рассмотрена область, описан-
ная точкой. Над областью возникает главное расслоение, типо-
вым слоем которого является подгруппа стационарности точки. 
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В этом расслоении задана фундаментально-групповая связность 
по Г.Ф. Лаптеву. Доказано, что оснащение Бортолотти (нормали-
зация Нордена) рассматриваемой области индуцирует центро-
проективные связности трех типов в ассоциированном расслое-
нии. Получены условия совпадения охватов и формулы, связы-
вающие охваты трех типов. Дана геометрическая интерпретация 
индуцированной связности 1-го типа. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство Рn к подвижному 

реперу {A,AI}, деривационные формулы которого имеют вид 

  dA = A+
I
AI, dAI = AI+

J
I AJ+IA,  (1) 

где линейная форма  играет роль множителя пропорциональности, 

а формы 
I,
 I

J , I (I,J,…= n,1 ) проективной группы GP(n), действу-

ющей в пространстве Рn, удовлетворяют структурным уравнениям 

Картана: 

 J
J
IIJ

I
KK

I
J

KI
K

K
J

I
J

I
J

JI D),(D,D  . (2) 

В проективном пространстве Рn рассмотрим область V, описанную 
точкой А, т.е. многообразие Грассмана Gr(0,n). Из формул (1) видно, 

что точка А фиксируется в области V при 
I 
=0, т.е. формы 

I 
– главные. 

Они удовлетворяют структурным уравнениям (21). Внешние дифферен-

циалы вторичных форм I
J , I имеют вид (22) и (23). Итак, над обла-

стью V построим главное расслоение G(V) – расслоение центропроек-
тивных реперов, типовым слоем которого является подгруппа стацио-
нарности G точки А. Расслоение G(V) содержит подрасслоение линей-
ных реперов L(V) со структурными уравнениями (21) и (22). 

Зададим связность в главном расслоении G(V) cпособом Лаптева. 
Рассмотрим формы фундаментально-групповой связности в G(V): 

  .Г~,Г~ K
JKJJ

KI
JK

I
J

I
J    (3) 

Компоненты объекта связности Г={ IJ
I
JK Г,Г } удовлетворяют 

дифференциальным уравнениям 

 ,ГГГ,ГГ K
IJKK

K
IJIJ

LI
JKLJ

I
KK

I
J

I
JK    (4) 

где оператор  действует обычным образом. Из уравнений (4) следу-

ет, что объект Г содержит простейший подобъект Г1={ I
JKГ } – объект 

линейной связности. 
Структурные уравнения форм связности (3) запишем в виде 
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 KJ
IJKJ

J
II

LKI
JKL

I
K

K
J

I
J R~~~D,R~~~D  ,  (5) 

причем компоненты объекта кривизны R={ IJK
I
JKL R,R } связности Г 

имеют следующие выражения: 

  
L

]IKJ[L]JK[IIJK
M

]JL
I

K[M
I

]KL[J
I
JKL ГГГR,ГГГR    (6) 

(квадратные скобки означают альтернирование по крайним индексам). 
Продолжая дифференциальные уравнения (4), получим сравне-

ния по модулю базисных форм 
I
: 

 

.0ГГГ2ГГ

,0ГГГГГ

IKJJIKKIJL
L
IJKIJK

MK
M
JK

I
LJ

I
LKK

I
JLL

I
JK

I
JKL




  (7) 

Учитывая сравнения (7) и равенства (6), находим дифференциальные 
сравнения, которым удовлетворяют компоненты объекта кривизны R: 

  0RR,0R L
L
IJKIJK

I
JKL  ,  (8) 

т.е. объект кривизны R является тензором, содержащим подтензор 

{ I
JKLR }. 

Произведем оснащение Бортолотти [1] (нормализацию Нордена 
[2]) области V, которое состоит в присоединении к каждой точке А 
гиперплоскости Рn-1, не проходящей через А. Определим гиперплос-

кость Рn-1 совокупностью точек ВI= AI+IA. Находя дифференциалы 
точек ВI и учитывая относительную инвариантность гиперплоскости 
Рn-1, получим дифференциальные уравнения компонент оснащающе-

го объекта = {I}: 

  I+I= IJ
J
.  (9) 

Дифференциальные уравнения (4; 9) позволяют найти первый 

охват IJ

01
I
JK

01

Г,Г{Г  } объекта связности Г квазитензором : 

 J
I
KK

I
J

0
I
JK  , (10) 

 JIIJ

01

Г  . (11) 

Продолжая дифференциальные уравнения (9), получим сравнения 

 IJ+IJ+JJ  0. (12) 
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Учитывая в уравнении (9) равенства (3), находим выражения ко-

вариантного дифференциала объекта  относительно групповой 

связности, задаваемой объектом Г: J
IJI  , где компоненты 

ковариантного дифференциала имеют вид 

 I
J
IJII

~~d  , 

а ковариантные производные выражаются по формулам 

 .IJ
K
IJKIJIJ   (13) 

С помощью структурных уравнений (5) находим внешние диф-
ференциалы от компонент ковариантного дифференциала: 

 D ,T~ KJ
IJK

J
IJI   

где 

 .RRT L
IJKLIJKIJK   (14) 

Теорема 1. Объект неабсолютных перенесений [3] Т={
IJK

T } об-

разует тензор. 

Действительно, учитывая дифференциальные сравнения (8), по-

лучим сравнения  IJKT  0. 

Действуя оператором  на ковариантные производные (13), по-

лучим, что они образуют тензор, т. е.  IJ  0. Приравнивая выра-

жения (13) нулю, подставляя туда охват I
JK

0

Г  (10), находим второй 

охват IJ

02
I
JK

02

Г,Г{Г  } компонент связности Г, где 

 IJ

02

Г = IJ –2IJ. (15) 

Третий охват IJ

03
I
JK

03

Г,Г{Г  } строим при помощи уравнений (4) и 

сравнений (12), тогда 

 IJ

03

Г = –IJ. (16) 

Теорема 2. Оснащение Бортолотти (нормализация Нордена) 

области V индуцирует центропроективные связности трех типов в 

расслоении центропроективных реперов G(V), ассоциированном с 

областью V проективного пространства Рn. 
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Следствие 1. Связности трех типов совпадают тогда и только то-

гда, когда выполняется следующее условие: IJ JJ. 

Следствие 2. Связность 1-го типа является средней по отноше-

нию к связностям 2-го и 3-го типов, т.е. 
1

 =
2

32


. 

Замечание. Аналогичный результат получен в статье [4]. 

Из формул (7; 10; 11; 14 – 16) находим выражения объекта Т в рас-

смотренных связностях: 

 IJK

01

T = 0, ),(
2

1
T IJKIKJJIKKIJIJK

02

  IJK

03

T = 0. 

Дадим геометрическую интерпретацию связности 1-го типа. Рас-

смотрим дифференциалы точек ВI: 

 dBI = [ J
K

I
J
K

J
IK

J
I

J
I B])(~  + 

 +[ J
JI

K
IJKIJI )(  ]A.  

Учтем построенные охваты: 

 dBI = (  K
K
)BI +

0
J
I

~ BJ + I

01

 A. (18) 

Теорема 3. Гиперплоскость Бортолотти Рn-1 в связности 1-го 

типа переносить параллельно нельзя. 

Доказательство. Приравнивая нулю компоненты ковариантного 

дифференциала I

01

 = 0, получим dBI= […] J
I BJ, т.е. гиперплоскость 

Рn-1 остается на месте. 

Теорема 4. Подобъект линейной связности 1

0

  характеризуется 

центральным проектированием гиперплоскости Рn-1+ dPn-1, смеж-

ной с гиперплоскостью Рn-1, из центра А: 

 1n
A

1n1n1

0

PdPP:   . 

Доказательство следует из формулы (18), так как при проектиро-

вании из центра последнее слагаемое исчезает, а остальные суще-

ственные слагаемые определяются формами 

0
I
J

~ . 

Теорема 5. Связность 1-го типа принадлежит пучку [5] связно-

стей 1-го типа. 

(17) 
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Доказательство. В равенстве (17) введем обозначения 

lIJ = ГIJ JI
K
IJK  . Действуя оператором , получим, что объект 

l = {lIJ} является тензором: lIJ  0. Обращение в нуль тензора l опре-

деляет принадлежность групповой связности Г пучку 1-го типа, объ-

ект которого обозначим 
1

 , тогда .
101

  
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CONNECTIONS OF THREE TYPES IN THE BUNDLE OVER AREA  
OF THE PROJECTIVE SPACE 

 

In the projective space the area described by a point is concidered. 
Over area there is a main bundle, standard fiber which one is a subgroup 
of a stationarity of a point. In this bundle preset fundamental-group 
connection on the Laptev. It is proved, that rigging of Bortolotti (the 
normalization of the Norden) considered area induces centerprojective 
connections of 3 types in associate bundle. The conditions of their 
coincidence are obtained. The geometrical interpretation of induced 
connection of 1-st type is given. 
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