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УДК 514.75 
 

Ю. И. Попов 
 

ПУЧКИ ПРОЕКТИВНЫХ НОРМАЛЕЙ  
ГИПЕРПОЛОСНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

Показано, что H-распределение порождает для каждого из L-, -, H-под-
расслоений в дифференциальной окрестности 2-го порядка по три од-
нопараметрических семейства внутренних нормализаций Нордена. 

Дано построение для H-подрасслоения проективных нормалей Фу-
бини и Вильчинского. Построены канонические пучки нормалей 1-го и  
2-го рода каждого из -, L-, H-подрасслоений данного H-распределения. 

 
It is shown that the H -distribution for each L-, -, H-subbundles gene-

rates three one-parametrical families of Norden internal normalizations in the 
2nd order differential neighbourhood. 

Construction H-subbundle of the Fubini and Wilczynski projective nor-
mals is given. Canonical bundles of 1st and 2nd kind normals are constructed 
for each L-, -, H-subbundles of the H-distribution. 
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В работе индексы принимают следующие значения: 

        , , 2, , , m 1, 1, , , , , , , 1, 1, 1, .i j m n a b c d e f h n K n  

Знак  означает сравнение по модулю базисных форм K . 
 

1. Пучки проективных нормалей основных 
структурных подрасслоений данного H-распределения  

в дифференциальной окрестности 2-го порядка 
 
Следуя работам [1; 2], введем в рассмотрение в дифференциальной 

окрестности 2-го порядка проективные нормали 1-го рода для H-под-
расслоения данного H-распределения: 
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Замечание. Охваты нормалей 1-го рода Нордена (1), (2) H-подрас-
слоения можно представить в виде  

      


1 1 1
( ), ( ) .

2 2 1
a a a a ab
n n n n b b nM S h a

n
A A  (4) 

Нормаль a
nM  (4) совпадает с проективной нормалью, построенной 

Михайлеску [3] геометрическим путем для двумерных распределений. 
В работах Э. Д. Алшибая [1; 2] приведено доказательство этого утверж-
дения для двумерных элементов (для двумерных распределений) в 
трехмерном проективном пространстве. В силу этого мы оставили за 

нормалью a
nM  (4) название нормали Михайлеску элемента H-подрас-

слоения (плоскости H(A)) в центре А H-распределения. 

Поскольку квазитензоры { }a
nM (1), { }a

nS (2), { }a
nN (3) функционально 

независимы, в каждом центре А H-распределения имеем три однопа-
раметрических семейства проективных нормалей 1-го рода элемента  
Н-подрасслоения (плоскости Н(А)): 

( ) ( ),a a a a
n n n nM M S M      ( ) ( ),a a a a

n n n nN N M N      

( ) ( ),a a a a
n n n nS S N S      

где  10 ;,,  . 

Квазитензорам { }a
nM  (1), { }a

nN  (3), { }a
nS  (2), согласно проективитету 

Бомпьяни — Пантази [4], поставим в соответствие тензоры { }am , { }an , 

{ }as  
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поля которых (5) задают поля нормалей 2-го рода H-подрасслоения 
данного H-распределения. Тензоры { }am , { }an , { }as  (5) функционально 
независимы. Следовательно, мы имеем три однопараметрических се-
мейства нормалей 2-го рода плоскости H(A) в каждом центре A H-рас-
пределения: 

 

( ) ( ),
( ) ( ),
( ) ( ).
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Учитывая, что нормализации ( , )a
n aM m , ( , )a

n aN n , ( , )a
n aS s  H-подрас-

слоения функционально независимы и, кроме того, каждый квазитен-

зор вида 
def

{ } { , }a i
n n n

     и каждый тензор вида 
def

{ } { , }a i      имеют 

подобъекты, приходим к выводу. 

Теорема 1. В каждом центре A H-распределение порождает для каждого 
из L-, -, H-подрасслоений в дифференциальной окрестности 2-го порядка по 
три однопараметрических семейства внутренних нормализаций Нордена. 

Замечание. Нормализации ( , )i
n iM m , ( , )nM m

 , ( , )a
n aM m  являются 

нормалями Михайлеску соответственно L-, -, H-подрасслоений данно-
го H-распределения аффинного пространства An. 

 
2. Построение нормали Фубини H-подрасслоения 

 

Будем исходить из того, что система функций { , }K n
a   вполне ин-

тегрируема: 

,K L K
Ld     .n n n b n

a a n a bd      

Подрасслоение H-плоскостей данного гиперполосного H-распреде-
ления запишется в виде  

 .n K
a aK     (7) 

Продолжение уравнений (7) задает систему дифференциальных 

уравнений объекта 1-го порядка H-подрасслоения 1 { , }ab an    : 

 
,

.

n K
ab ab n abK

c K
an ac n anK

     

     
 (8) 

Из уравнения (81) системы (8) следует, что компоненты { }ab  обра-
зуют самостоятельный объект [5]. Этот объект назовем фундаменталь-
ным подобъектом 1-го порядка H-распределения. В общем случае объект 
{ }ab  несимметричен по индексам a, b. 
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Введем на H-плоскости (элемент H-подрасслоения) функции 

 
1ˆ ˆ ˆ, ( 1)( ) .
3

cd d K
a cda a da da n aKg a g n a r g          (9) 

Используя (9), построим тензор 

 
( )

ˆ ˆ ˆ( 1) ,

.
abc abc ab c bc a ca b

n K
abc abc n abcK

G n a g a g a g

G G G

     

    
 (10) 

Полученный тензор (10) симметричен по всем индексам и аполярен 
тензору bca : 

.Ga bca
bc 0  

Замыкание свертки 

0
ˆ cfad be

abc defG a b a G G  

с учетом (10) приводит к уравнению 

 0
ˆln .n K

n Kd G c    (11) 

В свою очередь, при K a  продолжение уравнения (11) дает в ре-
зультате 

 .cс K
aK

f
nfaa   (12) 

Заметим, что при продолжении определителя 0 det( )aba    возни-

кает функция ba , удовлетворяющая уравнению 

 ( 1) .d K
b db n bKa n a        (13) 

В силу формул (12), (13) введем в рассмотрение абсолютный тензор 

1 1ˆ ˆ ˆ( ), .
2 1

K
b b b b bbKh c a h h

n
    


 

В заключение, используя нормаль Бляшке ab  [6], построим геомет-
рический объект  

 ˆ , ,a a a a a n a a K
n n KF b h F F F         (14) 

где 

 
,

ˆ ˆ ˆ ˆ, .

a a n a a K
n n K

a ab a a n a K
b n K

b b b

h a h h h h

     

     
 (15) 

Объект aF  (14) определяет в каждом центре A H-распределения про-
ективную нормаль — аналог нормали Фубини [7]. 
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Замечание. Следует отметить, что уравнения 

ˆ 1 0, 0b n
bh x x    

задают (n – 2)-мерную инвариантную плоскость, принадлежащую эле-
менту H-подрасслоения и не проходящую через центр A H-распреде-
ления. 

 
3. Построение нормали Вильчинского на H-подрасслоении 

 
Замыкание уравнения (15) для величин ab  вводит систему новых 

величин a
Kb  3-го порядка. Используя их, последовательно вычисляем 

 ˆ ˆ ˆ ˆ, ,fa a a a a n a K
b b fb b b n bKB b b b B B B         (16) 
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n
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a HHbbb
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)()(




  (17) 

и, кроме того, вводим свертку 

 ˆ ˆ , .bc n K
b c n Kh a h h h h h       (18) 

При помощи относительных инвариантов (16)—(18) построим абсо-
лютный тензор 

 ( )

1 1ˆ( 1)[ ( ) ( ) ],
2 2
.

b d d
ah ab h dh a ah ah ahb

K
ah ahK

G n a B b a h a H r h

G G

       

  



 
 (19) 

Тензоры cda  и abcG  (10) позволяют построить еще один абсолютный 
тензор 

 , 0.efcd
ab ace bdf abg a a G G g     (20) 

В общем случае тензор abg  (20) невырожденный, то есть det( ) 0.abg   

Следовательно, можно ввести обратный ему тензор abg : 

 , .ab a ab ab K
bc c Kg g g g         (21) 

Используя формулы (10), (19), (21), введем в рассмотрение тензор 

 .,G~aaGg~ Ka
K

n
n

aa
dh

fdch
bcf

baa   (22) 

В заключение по тензору a  (22) и нормали Бляшке ab  (15) постро-
им нормаль 

 , ,a a a a a n n a K
n a KW b W W W         (23) 

которая задает проективную нормаль 3-го порядка — аналог директри-
сы Вильчинского [8] для H-подрасслоения. 
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Геометрические объекты aF  (14) и aW  (23) определяют канониче-
ский пучок нормалей H-плоскости 

 ).()( aaaa FWF  N  (24) 

Плоскость, определенная пучком (24), пересекает гиперплоскост-
ной элемент (H-плоскость) по прямой 

( ), 0,a a a nx W F x     

которая является аналогом канонической касательной [8]. 

Замечание. При помощи объекта 

,b K
a ab a aKa        

определяется (n  2)-мерная плоскость, лежащая в гиперплоскостном 
элементе (H-плоскости) и не проходящая через центр A H-распределе-
ния: 

1 0, 0.a n
ax x     

4. Канонические пучки проективных нормалей H-распределения 
аффинного пространства 

 
Вернемся к терминологии H-распределения. Пучок (24) примет вид 

 ).FW(F)( a
n

a
n

a
n

a
n N  (25) 

Согласно проективитету Бомпьяни — Пантази, пучку (25) соответ-
ствует пучок канонических нормалей H-подрасслоения 2-го рода: 

 .)()(,)()( K
aKaa

b
n

n
aba  NNNN A  (26) 

Так как объекты 
def

{ , }a i
n n nF F F  и 

def

{ , }a i
n n nW W W   имеют подобъекты 

{ }i
nF , { }nF , то в -подрасслоении и L-подрасслоении индуцируются, 

соответственно, пучки канонических нормалей 1-го рода: 

 ),FW(F)( i
n

i
n

i
n

i
n N  (27) 

 ).FW(F)( nnnn
 N  (28) 

В силу проективитета Бомпьяни — Пантази пучкам (27), (28) соот-
ветствуют пучки канонических нормалей 2-го рода -подрасслоения и, 
соответственно, L-подрасслоения: 

 ,)()(,~)()( K
iKii

j
n

n
iji  NNNN A  (29) 

 .)()(,)()( K
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n  


 NNNN  A  (30) 
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Резюмируя, приходим к выводу. 

Теорема 2. В дифференциальной окрестности 3-го порядка H-распределе-
ние порождает внутренним образом на каждом из -, L-, H-подрасслоений 
пучки ((27), (29)), ((28), (30)), ((25), (26)) канонических нормалей 1-го и 2-го ро-
да соответственно. 
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