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КОЛЕБАНИЯ, РЕЗОНАНСЫ И ВОЛНЫ 

В НЕЛОКАЛЬНОЙ СРЕДЕ С ИСТОЧНИКАМИ 
 

Получены новые точные решения пространственно нелокального 
волнового уравнения с источниками. Результаты изложены в терминах 
теории теплопереноса. Нелокальность задачи определяется членом 
уравнения, содержащим четвертую производную по пространственной 
координате. Рассмотрены два вида знакопеременных по отношению к 
температуре объемных источников энергии. Для источника техниче-
ского происхождения производная от функции источника по темпера-
туре положительна, поскольку «высокие» температуры наблюдаются 
там, где происходит выделение энергии. Для источника, воздействую-
щего на биологическую ткань, наклон функции источника отрицате-
лен, так как в области «низких» температур происходит выделение 
тепла. Внешнее воздействие на нелокальную среду моделирует неодно-
родный по координате нестационарный источник энергии, подробно 
рассмотрены пять примеров таких источников. Аналитические реше-
ния представлены в конечном виде. Выполнено сравнение результатов 
воздействия монотонного и немонотонного (импульсного) по времени 
реономных источников. Указаны условия трансзвукового перехода ско-
рости волны при распространении возмущения по неоднородному тем-
пературному фону. Изучены резонансные ситуации в системе «среда — 
источник энергии». Определены границы устойчивости / неустойчиво-
сти колебательных процессов. Получен безразмерный критерий, заклю-
чающий в себе наклон функции источника и параметр нелокальности 
среды и оказывающий существенное влияние на свойства корреляции 
«частота колебаний — параметр затухания». 

 
New exact solutions are obtained for a spatially non-local wave equation 

with sources. The results are set out in the terms of the heat transfer theory. 
The non-locality of the problem is determined by the value of the fourth spatial 
derivative. We considered two types of volume energy sources which are alter-
nating with respect to the temperature. For a technical source the derivative is 
positive, since «higher» temperatures arise from the energy release. For a bio-
logical source the source function is negative inclined, because a biological tis-
sue gives off heat in the region of «lower» temperatures. The external influen-
ce on a non-local medium is simulated by spatially nonuniform energy source, 
and we have considered five types of such sources. The analytical solutions are 
presented in the finite form. The effects of monotonous and nonmonotonous 
(impulsive) reonomic sources are compared. The conditions for a transonic 
transition are indicated for the wave of perturbation in the temperature set. 
Resonance occurrences in the system «medium — energy source» are studied. 
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The limits of oscillation stability/instability are determined. We found a di-
mensionless criterion including the inclination of the source function and the 
parameter of the medium non-locality. The criterion affects the correlation 
«oscillation frequency — fading parameter». 

 
Ключевые слова: волновое уравнение, нелокальность, источник энергии, 

резонанс. 
 
Keywords: wave equation, nonlocality, energy source, resonance. 
 

Введение 
 
Волновые уравнения с источниками (уравнения Клейна — Гордона) 

относятся к числу фундаментальных уравнений математической фи-
зики. Такие уравнения позволяют моделировать сложные явления в 
различных областях естествознания. В данной работе для определенно-
сти будем говорить о процессах волнового теплопереноса в системе 
«среда — источник энергии». Волновые задачи являются важным эле-
ментом динамической теории неравновесных состояний вещества. 
В качестве примера укажем гиперболическое уравнение теплопровод-
ности, получаемое с помощью вариационных принципов [1; 2] и учи-
тывающее конечную скорость распространения тепловых возмущений: 
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где t — время; x — декартова координата; 0τ TT   есть отклонение 

температуры Т от ее отсчетного значения const0 T ; с — объемная 
теплоемкость; λ — коэффициент теплопроводности; γ — время релак-
сации теплового потока; qυ — мощность внутренних источников и сто-
ков энергии; скорость распространения тепловых возмущений равна 

  21γλ cw  .  
Физические аспекты обоснования уравнения (1) изложены в [3], а 

современное состояние термодинамической теории неклассических 
процессов переноса массы, импульса и энергии — в [4]. Здесь же приве-
дены примеры учета нелокальных эффектов в задачах динамики теп-
ловых волн. Частным случаем модели (1) является волновое уравнение 
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где wxx ' ,  γυυ cqk  ; c, γ, w — const.  
Это уравнение описывает быстрые процессы, в которых волновой 

механизм переноса тепла преобладает над диффузионным: 1/γ  t . 
Учет пространственно нелокальных эффектов переноса приводит к 
повышению порядка уравнения (2): 
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Здесь 42
1

2 χχ w , и величина 2
1εχ  есть параметр слабой нелокаль-

ности задачи.  
Обоснование вывода уравнения (3) в пределе слабой нелокальности 

и подробная библиография даны в [5]. Современное состояние матема-
тических исследований нелокального волнового уравнения представ-
лено в работах [6—9]. 

Отметим, что MwNdtdx '  есть число Маха, определяющее до-

звуковой ( 12 M ) либо сверхзвуковой ( 12 M )скоростной режим; 
dtdxN  . 

Далее применяем функцию источника 

 txskk ,'τ υ
1
υυ  , const1

υ k .  (4) 

Знакопеременный источник τ1
υk  моделирует процессы энергооб-

мена в системах различной физической природы. Источник техниче-
ского происхождения ( 01

υ k ) положителен в области «высоких» тем-
ператур ( 0τ  ), где происходит подвод тепла, и отрицателен в области 
«низких» температур ( 0τ  ), где тепло отводится, например, вслед-
ствие теплообмена между элементом технического устройства и окру-
жающей средой. Источник, типичный для биологической ткани, обла-
дает свойствами, отличающими его от объектов неживой природы [10]. 
Такой источник ( 01

υ k ) выполняет уравновешивающую роль компен-
сатора: в области «высоких» температур ( 0τ  ) идет теплоотвод; в обла-
сти «низких» температур ( 0τ  ) происходит выделение энергии в био-
логической ткани [11—14]. В работе [15] обсуждены некоторые законо-
мерности влияния знака производной τυ k  на устойчивость волно-
вых процессов в нелокальной среде. 

Неоднородный по координате x′ реономный источник  txs ,'υ
 
мо-

делирует внешнее воздействие на нелокальную среду. В качестве при-
меров пространственно-временной неоднородности источника υs  мы 
рассматриваем апериодические и периодические зависимости по x′ и t. 

Цель работы: построить новые аналитические решения нелокаль-
ного уравнения (3) с физически содержательными источниками (4) и про-
анализировать условия возникновения резонансов в системе «среда — ис-
точник энергии». 

 
Апериодическое решение 

 
От аргументов (x′, t) перейдем к новым независимым переменным g, h: 

 ''exp rtkxg  ,   ''exp' rtkxnth  , 0' ttt  , 

k, n, r, t0 — const, t0 > 0. 

Источник энергии берем в виде, содержащем экспоненциальную 
зависимость от координаты и времени: 

  *1
υυ

bgsgs  , nbb  1* ; 1
υs , b1 — const; 01

υ s .  (5) 
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Решение уравнений (3), (4) представляется формулами 

     ghghg 10 θθ,τ  ,  (6) 

  1
11θ

bgDg  ,  *
1
υ1 2rbsD  , 

  *0
*00θ

bb gDgDg  ; D0, D* — const. 

Здесь для показателей степени b* (то есть для b1) и b0 имеем два соот-

ношения: 

  2
*

422
*

1
υ

22 χε bkbkkr  ,  (7) 

  0εχ 1
υ

2
0

222
0

42  kbrkbk . 

Следовательно решение допускает два вида варианта значения 2
0b , 

а именно: 
1)  2

*
41

υ
2
0 εχ bkkb  , 0ε1

υ k ; 2) 2
*

2
0 bb  .  (8) 

Физическое истолкование данного решения: тепловое поле между 
неподвижной стенкой x′ = 0 и волной возмущения x′ = x′w(t), распро-
страняющейся по неоднородному фону τ0 = τ0(x′), x′ ≥ 0. Фронт волны 

const1
1  Hhgb обладает такими свойствами: 

    '1' *tkbkrdtdxM ww  , t′>0,  (9) 
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   'τ 1
1
υ

1
υυ tHskk ww  , 

k < 0, r > 0, n < 0, b0 < 0, b1 < 0. 

Две функции x′ = x′w(t′), τ0 = τw(t′) в (10), (11) дают параметрическое 
представление неоднородного температурного фона τ = τ0(x′); t′ — па-
раметр; здесь dτ0/dx′ < 0; фронт волны движется с положительным 
ускорением вправо, в сторону положительных значений x. 

Входные параметры задачи: 1
υk , 1

υs , ε, k, n, b*, D0, D*. Из формулы (7) 
следует, что если r2 > 0, то в решении (6) нужно взять 

   0εχ
212

*
422

*
1
υ

2  bkbkkr , 

и это решение — апериодическое по времени. Обсудим свойства скоро-
сти волны возмущения. Пусть в начальном состоянии Mw(t = 0) = 0, то 
есть 1/t0 = − rb* > 0. В установившемся (t → ∞) по времени режиме имеем 

0 krMw . Значит, звуковая точка Mw(t = t1) = 1 достигается, если 

  1 kr . В результате простых вычислений находим 

  0101  
wMtt , 1

wM . 
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Вывод: трансзвуковой переход «дозвук → сверхзвук» происходит 
тем быстрее, чем больше тепловое число Маха в установившемся сверх-
звуковом режиме. 

 
Два периодических решения 

 
Рассмотрим два варианта трансформирования решения (6): пере-

ход к зависимостям, содержащим колебания по времени t′; преобразо-
вание к решению, обладающему периодичностью по координате x′. 

I. Если входные параметры такие, что r2 < 0, то нужно взять 

             r = ir*,    0εχ
212

*
422

*
1
υ

2
*  bkbkkr , 01

υ k , ε<0.  (12) 

Выделяя действительную часть решения, находим 

  trbxkbss ***
1
υυ cos'exp , x′ ≥ 0, t ≥ 0, 01

υ s ,  (13) 

     trbxkbDtrbxkbD *****000 cos'expcos'expτ   (14) 

    trbtxkbrbs *****
1
υ sin'exp2 , k < 0, b0 > 0, b* > 0. 

Мнимая часть решения записывается аналогичным образом. Дан-
ное решение содержит свободные параметры: 1

υk , ε, 1
υs , k, b*, D0, D*; кон-

станта n не входит явно в эти формулы. Периодический по времени 
источник (13) локализован в правой окрестности x′ = 0 и, согласно (14), 
возбуждает неустойчивость по резонансному типу: tsinb*r*t. В зависимо-
сти от способа подсчета b0 (см. (8)) решение (14) содержит колебания на 
одной частоте b*r* либо на двух частотах: b*r* и b0r*. В случае D0 = 0, D* ≠ 0 
решение (14) определяет резонансную ситуацию, при которой темпе-
ратура и реономный источник sυ колеблются на одной частоте. Зави-
симость (b*r*)2 от квадрата параметра затухания (kb*)2 немонотонная, 
имеет минимум при (kb*)2 = − 1/(2εχ2). В случае D0 ≠ 0 имеем решение, 
содержащее колебания на частоте b0r*, отличающейся от частоты коле-
баний реономного источника. Из (8) ясно, что связь между квадратами 
параметров затухания (kb0)2 и (kb*)2 определяется величиной  21

υ χεk . 
Исходное ограничение r2 < 0, при котором существует решение (14), 

выполнено для всех (kb*)2 > 0, если 21
υ εχ41 k . Если же 21

υ εχ41 k , то 

должны быть удовлетворены неравенства    21*
2

* kbkb   либо 

( ) ( )2 2
* * 2

0 ,kb kb< <  где 

   221
υ

2
2,1* εχ2εχ411 





  kkb , 

причем знакам «+» и «–» соответствуют индексы 1 и 2. 
Вывод: в структуре данного решения безразмерный комплекс 

21
υ εχk характеризует мультипликативное взаимодействие источника 

τ1
υk с нелокальной средой, и его числовое значение влияет на свойства 

корреляции «частота колебаний — параметр затухания». 
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II. В решении (6) сделаем замену k = il. Тогда, выделив действитель-
ную часть решения, получаем 

  'cosexp **
1
υυ xlbtrbss  , x′ ≥ 0, t ≥ 0,  (15) 

     'cosexp'cosexpτ ***000 xlbtrbDxlbtrbD      (16) 

    'cosexp2 ***
1
υ xlbtrbtrbs . 

Аналогично варианту I здесь допускаются два значения константы 
2
0b : 

1)  2
*

421
υ

2
0 εχ blkb  , 0ε1

υ k ; 2) 2
*

2
0 bb  .  (17) 

Выбор знаков следующий: b0 > 0, b* > 0, r < 0, l > 0, 01
υ k , ε > 0; вели-

чина r2 подсчитывается по формуле (7), в которой k2 = − l2; вид началь-
ного температурного поля τ(t = 0, x′) определяется выбором произволь-
ных постоянных D0, D*; t0 = 0. 

Внешний для нелокальной среды источник sυ монотонно релакси-
рует во времени и является периодическим по координате х′ (см. (15)). 
Решение (16) имеет всплеск амплитуды, который определяется функ-
цией B(t) = texp(rb*t). Эта функция имеет максимум при t = tm = 1/(− rb*), 
B(tm) = 1/(− rb*e). Если rb* → 0, то есть tm → ∞, B(tm) → ∞, то наблюдается 
неограниченный рост амплитуды колебаний в решении (16). Обсудим 
связь между параметром затухания rb* и частотой lb*: 

    1
υ

2
*

222
*

222
* εχ kblblrb  . 

Если 21
υ εχ41 k , то при всех 02

*
2 bl будет (rb*)2 > 0, и процесс устойчив. 

Если 21
υ εχ41 k , то  21*

2
*

2 lbbl   есть нижняя граница устойчивости для 

области высоких частот  21*
2
*

2 lbbl  ; вместе с тем  22*
2
*

2 lbbl   есть верх-

няя граница устойчивости для области низких частот  22*
2
*

20 lbbl  . 

Здесь 

   221
υ

2
2,1* εχ2εχ411 





  klb , 

причем знакам «+» и «–» соответствуют нижние индексы 1 и 2. 
Вывод: чем дольше релаксирует (затухает) источник sυ, тем боль-

шую амплитуду колебаний приобретает температура (16). 

 
Корреляция «параметр затухания — частота» и резонанс 

 
Рассмотрим источник энергии 

                                 1
υ

1
υυ τ hpkk  , const1

υ p .  (18) 
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Решение нелокального волнового уравнения (3) имеет вид 

1*0 θτ 0 hgDgD nb  ,                                              (19) 

                    1
1
υ1θ sp ,       1

υ
4222

1 εχ knknknrs  ,  (20) 

2
1

1
υ* 2 snrpD  , 

где 2
0b  следует вычислять из второго соотношения в (7); оценки пара-

метров, при которых существует положительный корень 02
0 b , здесь 

не приводятся; D0, n — произвольные постоянные; x′ ≥ 0, t ≥ 0. 
Пусть x′ = 0 — неподвижная стенка, h = hw ≡ const — волна, распро-

страняющаяся вправо по неоднородному фону τ = τ0(x′): 

        krtthnktx ww ''ln1''  ,   0exp 00  nrtthw ,
  

(21) 

 0
'

1
1

'







 

rntk
r

dt
dx

M w
w ,  (22) 

   00' tx w ; r>0, k<0, n<0, b0<0, 1+nrt0<0; 

       1*0 θ'''τ 0
ww

nb
ww hthDthDt  .  (23) 

В этом решении функция τ0(x′) представлена параметрически двумя 
зависимостями (21), (23). Для скорости волны (22) переход «дозвук — 
сверхзвук» обладает такими же свойствами, как в уже изученном реше-
нии (10), (11), потому что формулы (22) и (9) имеют одинаковую струк-
туру. 

Неустойчивость решения (19) возникает, если s1 = 0 (см. (20)): 

       0εχ 1
υ

2422  knknknr .  (24) 

Если правая часть этого выражения отрицательная, то решение 
всюду устойчивое, s1 > 0. Здесь nr и nk являются параметрами неодно-
родности по времени и координате. При 01

υ k , ε > 0 для каждого 

(nk)2 > 0 существует (nr)2 (см. (24)), дающее неустойчивость. При 01
υ k , 

ε < 0 решение устойчивое в случае 21
υ εχ41 k  при всех (nk)2>0; другой 

вариант устойчивости: 21
υ εχ41 k ,    2120 nknk   либо    222 nknk  . В 

интервале      2222
10 nknknk   для каждого (nk)2 существует значение 

(nr)2, дающее неограниченно большую амплитуду (см. (24)). Если 
1
υ 0,k  ε > 0, то решение устойчивое для    2120 nknk  , а для 

   212 nknk   существуют неустойчивые решения. Если 01
υ k , ε < 0, то 

решение устойчивое при    222 nknk  , а в интервале    2220 nknk   су-
ществуют неустойчивые решения. Отметим, что в представленных 
здесь вариантах важны знаки величин ε и 1

υk , числовое значение 21
υ χεk  

имеет количественное влияние на эти оценки. Границы упоминавших-
ся интервалов подсчитываются по формуле 

   221
υ

2
2,1 εχ2εχ411 





  knk . 
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Вывод: реономные источники (5) и (18) изменяются монотонно и 
немонотонно по времени, что приводит к существенным различиям в 
условиях устойчивости / неустойчивости теплового поля. 

Трансформируем решение (18)—(20), взяв k = il и выделяя действи-
тельную часть: 

   'cosexp1
υυ nlxnrttps  ,   (25) 

      'cosexp'cosexpτ *000 nlxnrtDxlbtrbD   (26) 

   'cosexpθ1 nlxnrtt , 

 2
1
υ1θ sp , 

2
2

1
υ* 2 snrpD  , 

       1
υ

4222
2 εχ knlnlnrs  , 

 l > 0, n > 0, r < 0, b0 > 0, t0 = 0. 

Напомним, что при замене k = il меняется вид второго соотношения 
в (7). Именно это соотношение несет информацию о взаимодействии 
источника τ1

υk  с нелокальной средой. 
Пространственно-периодический источник (25) отличается от (15) 

немонотонным изменением во времени. Анализ поведения решения 
(26) дает следующие результаты. Неограниченная амплитуда колеба-
ний получается при s2 = 0: 

       0εχ 1
υ

2422  knlnlnr .  (27) 

Если правая часть этого выражения отрицательная, то решение 
устойчивое, s2 > 0. Пусть 01

υ k , ε > 0: если 21
υ εχ41 k , то для каждого 

(nl)2 > 0 существует (см. (27)) резонансное значение (nr)2; если 21
υ εχ41 k

, то имеем устойчивость при      2222
1 nlnlnl  , а значения (nr)2, дающие 

неустойчивость, существуют на интервалах    2120 nlnl   и 

   2 2

2 .nl nl  Пусть 01
υ k , ε < 0: решение устойчивое при всех (nl)2 > 0. 

Если 01
υ k , ε > 0, то решение устойчивое для    2120 nlnl  , а для 

   212 nlnl   существуют резонансные значения (nr)2, которые подсчи-

тываются по формуле (27). Если 01
υ k , ε < 0, то решение устойчивое 

при    222 nlnl  , а в интервале    2220 nlnl   существуют неустойчи-
вые решения. Границы названных интервалов определяются выраже-
нием 

   221
υ

2
2,1 εχ2εχ411 





  knl . 

Вывод: пространственно-периодические решения (25), (26) и (15), 
(16) при D0 ≠ 0 содержат колебания на собственной частоте lb0, отлича-
ющейся от частоты колебаний источника sυ; различия в нестационар-
ных свойствах этого источника приводят к различиям в условиях воз-
никновения резонансов. 
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Заключение 

 
Получены точные аналитические решения нелокального волнового 

уравнения (3) с источниками (4) вида (5), (13), (15), (18) и (25). Построе-
ны волны возмущения, содержащие трансзвуковой переход «дозвук — 
сверхзвук» по отношению к скорости w. Проанализированы условия 
возникновения резонансных ситуаций. Установлена важная роль без-
размерного комплекса 21

υ εχk  при оценке границ устойчивости / неус-
тойчивости колебаний. В частном случае ε = 0 (классическое волновое 
уравнение) поведение представленных здесь решений определяется 
прежде всего знаком параметра источника 1

υk . Анализ этих простых 
вариантов здесь не приводится. 
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