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Тензор кривизны-кручения связности Картана 

 
Рассмотрена группа Ли, содержащая подгруппу. Та-

кая группа есть главное расслоение с типовым слоем — 
подгруппой и базой — однородным пространством, по-
лучающимся при факторизации группы по подгруппе. 
Отталкиваясь от этой группы, мы построили структур-
ные уравнения пространства со связностью Картана, 
обобщающей точечную проективную связность Карта-
на, линейчатую проективную связность Акивиса и плос-
костную проективную связность. Структурные уравне-
ния этой картановой связности, содержащие компонен-
ты объекта кривизны-кручения, позволили: 1) показать, 
что объект кривизны-кручения образует тензор, содер-
жащий тензор кручения; 2) найти аналог тождеств Би-
анки, которому удовлетворяют тензор кривизны-
кручения и его пфаффовы производные; 3) получить 
условия превращения пфаффовых производных тензора 
кривизны-кручения в ковариантные производные отно-
сительно связности Картана. 

 
Ключевые слова: связность Картана, проективная связность Кар-

тана, тензор кривизны-кручения картановой связности, аналог тож-
деств Бианки, ковариантные производные относительно связности 
Картана.  
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1. Группа Ли с подгруппой как главное расслоение 

 
Пространство проективной связности Картана nnP ,  имеет 

структурные уравнения, обобщающие структурные уравнения 
группы G , действующей в проективном пространстве nP . Ес-

ли H  — подгруппа стационарности точки, то проективное 
пространство есть фактор-пространство HGPn / , причем 

HGn dimdim  . В случае неэффективного проективного 

пространства nP  имеем: )1(  nGLG , 12  nnHH  — цент-

ролинейная группа. Аналогичным образом построим простран-
ство со связностью Картана rnK , , отталкиваясь от n-мерного 

однородного пространства nK . 

Рассмотрим )( nr  -мерную группу Ли nrG   со структур-

ными уравнениями 

),1,...(0, )( nrICCd I
JK

KJI
JK

I   ,           (1) 

где I
JKC  — антисимметричные постоянные. Замкнем уравне-

ния (11): 

0 MLKJ
LM

I
JKCC  ,                        (2) 

откуда следует: 

0][ J
LM

I
KJ CC . 

Учитывая антисимметрию по индексам L и M , получим 
тождества Якоби 

0}{ J
LM

I
KJ CC ,                                     (3) 

где фигурные скобки обозначают циклирование, квадратные 
скобки — альтернирование, а круглые скобки — симметриро-
вание. 
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Разобьем значения индексов на две серии: 

( , ); , ... 1, ; ,... 1,I i r i r r n      . 

Требуя выполнения условия 

0iC ,                                           (4) 

запишем структурные уравнения (1) следующим образом: 

 
 i

j
ki

jk
ji CCd 2 ,                      (5) 

 





  i
j

ij
i CCCd 2 .              (6) 

В этом случае система уравнений 

0i                                              (7) 

вполне интегрируема. Для постоянных 
C  выполняются тож-

дества Якоби, так как из тождеств (3) следует 

0}{}{  j
j CCCC 







 . 

Используя равенства (4), получаем 0}{ 



 CC . Значит, 


C  — структурные постоянные r -членной группы Ли rH , 

являющейся подгруппой группы nrG  . Уравнения (6) дают 

структурные уравнения группы rH : 

 
)7(







 Cd . 

Утверждение 1. При условии (4) группа Ли nrG   является 

главным расслоением )( nr KH  со структурными уравнениями 
(5, 6), базой которого служит n-мерное однородное про-
странство rnrn HGK / , а типовым слоем — группа Ли .rH  
Если выполняется условие редуктивности (см., напр., [1, 
с. 456; 2, с. 176]) 
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0
iC ,                                         (8) 

то расслоение )( nr KH  становится пространством со связ-

ностью nrKH ,)( , обладающим постоянным тензором кривиз-

ны 
ijC . 

 
2. Построение структурных уравнений  
пространства со связностью Картана  

 
Изложим алгоритм построения структурных уравнений 

пространства картановой связности. 
А. В однородном пространстве rnrn HGK /  действует 

группа Ли nrG   со структурными уравнениями (1), содержа-

щая подгруппу rH . 

Б. Левые части вполне интегрируемой системы (7), выде-
ляющей подгруппу стационарности rH  точки в пространстве-

nK , содержат n  форм i , которые называются главными. 

В. Структурные уравнения пространства со связностью 
Картана, которое обозначим rnK , , получаются в результате 

обобщения уравнений (1) группы )( nrnr KHG   путем до-

бавления линейных комбинаций внешних произведений ба-
зисных форм — аналогов главных форм. 

Теорема 1. Структурные уравнения пространства кар-
тановой связности rnK ,  имеют следующий вид: 

,0, )(  I
jk

kjI
jk

KJI
JK

I RRCd               (9) 

где I
JKC  — постоянные группы Ли nrG  , содержащей под-

группу rH , а совокупность коэффициентов I
jkR  называется 

объектом кривизны-кручения.  
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Используем условие (4) в подробно записанных уравнени-
ях (91): 

,kji
jk

i
j

ji Kd                        (10) 

;2 ji
ij

i
i KCCd  





         (11) 

.,,2 
 ijijij

i
jk

i
jk

i
jk

i
j

i
j RCKRCKC         (12) 

Структурные уравнения пространства rnK ,  в виде (10, 11) 

с точностью до обозначений совпадают с уравнениями Евту-
шика [2, c. 175] для специализированной связности Картана.  

Поскольку структурные уравнения (11) содержат внешние 

произведения форм связности   и базисных форм i , спра-
ведлива  

Теорема 2. Пространство со связностью Картана rnK ,  

не является главным расслоением со связностью. Оно обоб-
щает точечное пространство проективной связности Кар-
тана nnP ,  [3], линейчатое пространство проективной связ-

ности Акивиса )1(2, nnP  [4] и плоскостное пространство про-

ективной связности ))(1(, mnmnP   [5], которые также не об-

ладают (см. [6, c. 167]) главными связностями.  
Представим уравнения (10, 11) в следующем виде: 

;, ji
ij

i
j

ji Kdd  


            (13) 

.2, i
i

ki
jk

i
j

i
j CCK  






                (14) 

Теорема 3. Пространство картановой связности rnK , , 

определенное структурными уравнениями (13), является про-
странством со связностью Эресмана — Вагнера [7—10], объ-

ект кривизны которого 
ijK  выражается по формуле (123). 

Если выполняется дополнительное условие (8), то простран-
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ство rnK ,  становится главным расслоением )( nr MH , базой 

которого служит n-мерное гладкое многообразие nM  со 
структурными уравнениями (131), а типовым слоем — группа 
Ли rH . Это расслоение есть пространство со связностью 

nrMH ,)( , обобщающее пространство nr,KH )( . 

 
3. Вывод дифференциальных уравнений  

тензора кривизны-кручения 
 
Замкнем структурные уравнения (91) пространства rnK , , 

используя (10): 

  ,0

2




lkjm

lk
I
jm

m
lj

I
mk

kjI
jk

MLKJ
LM

I
JK

KRKR

RCС




          (15) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 

,l
k

I
jl

l
j

I
lk

I
J

J
jk

I
jk

I
jk RRRdRR                 (16) 

.2,22 
 I

J
I
J

kI
Jk

I
J

KI
JK

I
J CCC          (17) 

По аналогии с равенствами (2) первое слагаемое в уравне-
ниях (15) равно нулю в силу тождеств Якоби (3). Пользуясь 
антисимметриями (12, 92) и выражением (122), преобразуем 
последнее слагаемое уравнений (15): 

  .][][
lkjm

kl
I

jm
m
lj

I
km KRKR    

Поскольку компоненты m
klK  антисимметричны, перейдем в 

коэффициентах от альтернирования по трем индексам к цик-
лированию: 

.2 }{][][
m
kl

I
jm

m
kl

I
jm

m
lj

I
km KRKRKR   
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В результате уравнения (15) упрощаются: 

.02 }{  lkjm
kl

I
jm

kjI
jk KRR          (18) 

Представим уравнения (18) в следующем виде: 

  .02 }{  jlkm
kl

I
jm

kI
jk KRR   

Разрешим эти кубичные уравнения по лемме Лаптева [11; 12]: 

,2 }{
I
jk

klkm
kl

I
jm

kI
jk KRR               (19) 

причем выполняются условия полуголономности [13]: 

 00 ][
kjI

jk
kjI

jk   

[ ] ( ) { }, 0, 0.I I l I I
jk jkl jk l jkl                       (20) 

Преобразуем уравнения (19): 

  .02 }{  kI
jk

lm
kl

I
jm

I
jk KRR   

Раскроем эти квадратичные уравнения по лемме Картана и 
проальтернируем результат по индексам kj, : 

,2 ][][}]{[
lI

ljk
I
jk

lm
lk

I
jm

I
jk RKRR              (21) 

причем 0][ I
kljR . С помощью условия полуголономности (201) 

дифференциальные уравнения (21) примут окончательный вид: 

.2, }]{[
I
jkl

lm
lk

I
jm

I
jkl

I
jkl

lI
jkl

I
jk KRRRRR           (22) 

В силу антисимметрии (202) пфаффовы производные I
jklR  

компонент I
jkR  антисимметричны по двум индексам: 

,0)( I
ljkR                                   (23) 

что соответствует антисимметрии (92) самих компонент I
jkR . 
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Из уравнений (221) с учетом условия (4) и обозначений 
(121, 16, 17) получим дифференциальные сравнения по моду-

лю базисных форм l : 

;02),(mod0  


  l
l
jkjk

li
jk CRRR            (24) 

.l
kjl

l
jlkjkjkjk RRRdRR  


   

Возвращаясь к кубичным уравнениям (18), подставим в 
них дифференциальные уравнения (221) и вынесем все базис-
ные формы:  

  ,02 }{  lkjm
kl

I
jm

I
jkl KRR   

откуда с учетом антисимметрии (23) пфаффовых производных 
I
jklR  и выражений (122) компонент 

m
klK  получим: 

  .02 }}{}{  m
kl

m
kl

I
jm

I
jkl RCRR                       (25) 

Теорема 4. Объект кривизны-кручения I
jkR  пространства 

со связностью Картана rnK ,  является тензором, компонен-

ты которого удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

(221). Тензор кривизны-кручения I
jkR  содержит тензор круче-

ния i
jkR , компоненты которого подчиняются дифференциаль-

ным сравнениям (241). Компоненты тензора I
jkR  и их пфаф-

фовы производные I
jklR  удовлетворяют аналогу тождеств 

Бианки (25). 
Из дифференциальных сравнений (242) вытекают два ут-

верждения относительно условий тензорности подобъекта 
jkR  

тензора I
jkR . 
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Утверждение 2. Если пространство картановой связно-

сти rnK ,  без кручения, то есть 0i
jkR , то тензор кривизны-

кручения I
jkR  вырождается в тензор кривизны 

ijR . 

Утверждение 3. Если группа Ли nrG   является главным 

расслоением со связностью nrKH ,)( , то есть выполняется 

условие редуктивности (8), то подобъект 
ijR  тензора кри-

визны-кручения I
jkR  становится тензором, который в сумме 

с постоянными 
ijC  дает тензор кривизны 

ijK  (123) про-

странства со связностью nrMH ,)( . 

 
4. Продолжение дифференциальных уравнений 

тензора кривизны-кручения 
 
Для продолжения дифференциальных уравнений (221) 

найдем внешние дифференциалы форм i
j  и I

J , которые в 

них входят. Дифференцируем формы (121) с помощью струк-
турных уравнений (11): 

,2 i
jk

ki
j

i
j CCd  

                     (26) 

 



  k

l
kl

i
j

i
jk CKC 22  .                         (27) 

Возьмем следующие внешние произведения: 

  .2

4 ][















i
k

k
j

i
k

k
j

i
k

k
j

i
k

k
j

CCCC

CC
                    (28) 

Рассмотрим соответствующую часть тождеств Якоби (3): 

.0 K
j

i
K

Ki
Kj

K
j

i
K CCCCCC   
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Запишем их подробнее и используем условие (4): 

.0 k
j

i
k

i
j

k
j

i
k CCCCCC 


  

Перенесем среднее слагаемое вправо, учтем антисиммет-
рию (12) и подставим результат в формулу (28): 

.2 
   CCi

j
i
k

k
j  

Тогда структурные уравнения (26) принимают вид 

.i
jk

ki
k

k
j

i
jd                         (29) 

Внешние дифференциалы форм (171) найдем с помощью 
структурных уравнений (91): 

.2,2 jK
ij

I
JK

I
Ji

I
Ji

iMLK
LM

I
JK

I
J RCCCd      (30) 

Рассмотрим следующие внешние произведения: 

.4 ][
MLI

MK
K

LJ
I
K

K
J CC                       (31) 

Представим тождества Якоби (3) в виде 

,0 K
JL

I
MK

K
MJ

I
LK

K
LM

I
JK CCCCCC  

откуда с учетом антисимметрии (12) получим: 

.2 ][
I

MK
K

LJ
I
KL

K
JM

I
KM

K
JL

K
LM

I
JK CCCCCCCC   

Использование этих тождеств в формуле (31) дает 1-е сла-
гаемое структурных уравнений (301), поэтому 

.I
Jk

kI
K

K
J

I
Jd                        (32) 
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Замкнем дифференциальные уравнения (221) с помощью 
структурных уравнений (131, 29, 32): 


 .0


lm

jl
I
mk

m
kl

I
jm

I
Jl

J
jk

m
l

I
jkm

m
k

I
jml

m
j

I
mkl

I
J

J
jkl

I
jkl

RRR

RRRRdR




 

Разрешим эти квадратичные уравнения по лемме Картана, 
используем обозначения (141, 17, 27, 302): 

  ,02  
 l

m
j

I
mk

m
k

I
jm

I
jkl CRCRR                (33) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 

.m
l

I
jkm

m
k

I
jml

m
j

I
mkl

I
J

J
jkl

I
jkl

I
jkl RRRRdRR    

Сравнения (33) примут тензорный вид лишь тогда, когда 
внетензорная часть обратится в нуль. Запишем это, раскрывая 

обозначение (172) для форм l : 

  ,0 
  l

m
j

p
k

p
k

m
j

I
mp CCCR  

откуда получается условие 

  .0 
  l

m
j

p
k

p
k

m
j CCC                          (34) 

Теорема 5. Тензор кривизны-кручения I
jkR  и его пфаффо-

вы производные I
jklR  образуют тензор  I

jkl
I
jk RR , , компонен-

ты которого удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

(221) и сравнениям (33). Производные I
jklR  составляют тензор 

самостоятельно лишь при выполнении условия (34), тогда они 

являются ковариантными производными тензора I
jkR  отно-

сительно связности Картана. Если группа Ли nrG   есть про-

странство со связностью nrKH ,)( , то условие (34) вы-

полняется. 
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A Lie group containing a subgroup is considered. Such a group is a 

principal bundle, a typical fiber of this principal bundle is the subgroup 
and a base is a homogeneous space, which is obtained by factoring the 
group by the subgroup. Starting from this group, we constructed structure 
equations of a space with Cartan connection, which generalizes the Cartan 
point projective connection, Akivis’s linear projective connection, and a 
plane projective connection. Structure equations of this Cartan connec-
tion, containing the components of the curvature-torsion object, allowed: 
1) to show that the curvature-torsion object forms a tensor containing a 
torsion tensor; 2) to find an analogue of the Bianchi identities such that 
the curvature-torsion tensor and its Pfaff derivatives satisfy this analogue; 
3) to obtain the conditions for the transformation of Pfaffian derivatives 
of the curvature-torsion tensor into covariant derivatives with respect to 
the Cartan connection. 

 

Keywords: Cartan connection, Cartan projective connection, Cartan 
connection curvature-torsion tensor, analogue of Bianchi identities, covar-
iant derivatives with respect to Cartan connection. 
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