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Касательно r-оснащенные гиперполосы 

проективного пространства 
 

Дано задание в репере 1-го порядка касательно r-ос-
нащенной гиперполосы проективного пространства. 
Для простоты изложения адаптируем репер полю нор-
малей 1-го рода. Вводится в рассмотрение тензор него-
лономности поля оснащающих -плоскостей. Обраще-
ние тензора неголономности в нуль приводит к трем раз-
личным интерпретациям гиперполосы. Рассматриваются 
фокальные образы, ассоциированные с гиперполосой, с 
помощью которых построена плоскость Нордена — Ти-
мофеева указанной гиперполосы. 

В заключение рассматриваются -структуры поля ка-
сательных плоскостей базисной поверхности гиперпо-
лосы. 
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§ 1. Поля фундаментальных и геометрических объектов  

касательно r-оснащенной гиперполосы Hm,r() 
 

1. Дифференциальные уравнения регулярной  
r-оснащенной гиперполосы 

 
В работе используется следующая схема индексов: 
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1. Рассмотрим регулярную гиперполосу Hm [1], базисная 
поверхность Vm которой оснащена полем касательных плоско-

стей )()( 00 AA r

def

   (-плоскостей, mr  ), удовлетворяю-

щих условиям 

)()( 000 ATAA  .                             (1) 

Поверхность Vm, удовлетворяющая условиям (1), называет-
ся касательно r-оснащенной [2; 3]. 

Определение. Гиперполоса Hm называется касательно r-ос-
нащенной, если ее базисная поверхность Vm является касатель-
но r-оснащенной поверхностью Vm,r [4]. 

Касательно r-оснащенные гиперполосы будем обозначать 
символом Hm,r(). Отнесем гиперполосу к реперу 1-го порядка 

1R : 

mVA 0 , )(}{ 0ATA mi  , )(}{ 01 AA mn   , 1 nn HA , 

причем точки }{ pA  репера поместим в -плоскость. Тогда ги-

перполоса Hm,r() в выбранном репере 1-го порядка задается 
уравнениями 
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            (2) 

причем 0,0 ]||[][][  s
j

n
isij

n
ij 

  , а также уравнениями 
j

pijpin
n
pipipipi

n
p 0

00
0,    .      (3) 

Для простоты изложения адаптируем репер 1R  полю норма-
лей первого рода. Такой репер назовем репером )N(R1 . В этом 
репере имеем 

ki
nk

i
n N 0  ,                                       (4) 

si
nksn

i
kn

i
k

i
nk

i
nk NNN 0

00
0  

  ,              (5) 

а уравнения (3) примут вид 
k

pqkpqpq 0
0
0    ,                           (6) 

k
kpp

q
pqp 0

0  






  .                    (7) 

Поле квазитензора 2-го порядка }{ pq , определенное урав-

нениями (6), (7), задает поле касательно оснащающих -плос-
костей в репере )(1 NR . Отметим, что те геометрические объ-
екты (факты), которые будут получены при использовании 

компонент объекта },{ pi  характерны лишь для геометрии ка-

сательно r-оснащенной гиперполосы Hm,r(). 
2. Система дифференциальных уравнений 

,00                                           (8) 

ассоциированная с полем касательно оснащенных -плоско-
стей гиперполосы Hm,r(), вполне интегрируема тогда и только 

тогда, когда обращается в нуль тензор 2-го порядка }{ 
pqr : 
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  k
0pqk

0
0pqpqqppq

def

pq rrr,
2

1
r    ,              (9) 

то есть когда тензор }{ pq  симметрический. 

Тензор }{ 
pqr  (9) называется тензором неголономности по-

ля оснащающих -плоскостей. Поле -плоскостей (распреде-
ление -плоскостей) будем называть голономным, если его 

тензор неголономности }{ 
pqr  тождественно равен нулю. При 

0
pqr  базисная поверхность Vm,r расслаивается на (m  r)-па-

раметрическое многообразие r-мерных поверхностей Vr (плос-
кости  огибаются r-мерными поверхностями (m  r)-пара-
метрического семейства). При смещении точки А0 вдоль фик-
сированной поверхности Vr уравнения (2, 4, 8) относительно 
репера )(1 NR  можно записать в следующем виде (здесь мы не 
выписываем замыкания этих уравнений): 
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                    (10) 

ki
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j

in N 00 ,,0    .             (11) 

Отсюда с использованием результатов работ [4; 5, I, § 3] 
следует, что обращение в нуль тензора неголономности -рас-
пределения: 

1) есть условие, при котором гиперполоса Hm,r() расслаи-
вается на (m  r)-параметрическое семейство оснащенных по-
лос Vm,r(Н); 

2) показывает, что гиперполоса Hm,r() расслаивается на 
(m  r)-параметрическое семейство касательно m-оснащенных 
гиперполос Hr(M); 

3) означает, что гиперполоса Hm,r() расслаивается на 
(m  r)-параметрическое многообразие вырожденных нераспа-
дающихся гиперполос ранга r [6—8]. 
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2. Т-виртуальные нормали 1-го и 2-го рода  

оснащенных -плоскостей 
 
Определение. s-мерная плоскость )()( 00 ATAL m , удов-

летворяющая условиям  

000 )()( AAAL  , ),()](),([ 000 ATAAL m  )( 00 ALA  , 

называется Т-виртуальной нормалью 1-го рода данной -плос-
кости. 

Плоскость )()( 001 AAN r  , не проходящая через точку А0, 

называется Т-виртуальной нормалью 2-го рода -плоскости 
[9; 10]. 

Т-виртуальную нормаль 1-го рода )( 0AL  (L-плоскость) 

зададим точкой А0 и точками p
p AAT   , то есть 

],[)( 00 TAAL  . Поле L-плоскостей в репере )(1 NR  определя-

ется системой дифференциальных уравнений 

kp
k

pp
0   .                              (12) 

Каждая нормаль )( 01 ANm  2-го рода гиперполосы Hm,r() 

порождает Т-виртуальную нормаль 2-го рода 

][][)()()( 0
0

00101 AANAANAN pppmr           (13) 

и TL-виртуальную нормаль 2-го рода 

],[][

)()()(

0
0

00101

AAAM

ALANAN

p
p

ms

  
                        (14) 

где k
kp

pp
p 0

0000000 ˆˆ,ˆ    . 
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Плоскости )( 01 ANr  (12) и )( 01 ANs  (13) задаются соответ-

ственно следующими конечными уравнениями: 
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В общем случае при 
2

)1( 


rr
rm  из компонент объекта 

}{ pq  может быть построен относительный инвариант 0J   

[11], а затем обращенный тензор 

 


pq

pq J





ln*

 

для тензора pq  (6), где 

)(
2

1*
  qppqpq  , 

t
p

qt
pq rm  
 )(

*

 , 


  rqp
pq 

*

. 

Следуя работе [12], рассмотрим биекцию между Т-вир-
туальными нормалями 1-го и 2-го рода, определяемую по фор-
муле 

**
0 )( p

t
qt

qq
p T





   ,                         (15) 

где 
*

p
tT  — обратный тензор для тензора 

*
qt

pq
t
pT 

  . 
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Пучок нормалей 2-го рода 000 )1()( iii WF    гиперпо-

лосы Hm,r() индуцирует (высекает) пучок Т-виртуальных 
нормалей 2-го рода (f, w): 

000 )1()( ppp WF   .                         (16) 

Относительно )(1 R  уравнения его (r  2)-мерной вершины 

2rC  имеют вид 

0,0,0,0 0000  p
p

p
p

u xWxxFxxx  . 

T-виртуальным нормалям 2-го рода }{ 0
1 pr FF   и },{ 0

psr WW   

порождающим пучок (f, w) (16), в биекции (15) соответствуют 
Т-виртуальные нормали 1-го рода sF  и sW , определяемые ква-

зитензорами 
**

0 )(: p
t

qt
qqn

p
s TFFF 





   , 

**
0 )(: p

t
qt

qq
p

s TWWW 




   . 

Таким образом, в каждой точке m0 VA   плоскости )( 0AFs  

и )( 0AWs  задают однопараметрический пучок Т-виртуаль-

ных нормалей 1-го рода 

)()( pppp FWF    ,                     (17) 

где σ — абсолютный инвариант. 

Величины p
def

pp FW    являются компонентами тензо-

ра 3-го порядка. 
Кроме того, отметим, что в каждой Т-виртуальной нор-

мали 1-го рода пучок нормалей 2-го рода гиперполосы Hm,r() 
индуцирует (высекает) пучок ТL-виртуальных нормалей 2-го 
рода, (s  2)-мерная ось которого определяется уравнениями 
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            (18) 

где p
pFFF   000 )(ˆ  , p

pWWW   000 )(ˆ  . 

В результате приходим к следующему выводу: 
Теорема 1. В дифференциальной окрестности 3-го поряд-

ка пучок нормалей 2-го рода гиперполосы Hm,r() порождает 
однопараметрические пучки (16, 17) Т-виртуальных норма-
лей 1-го и 2-го рода, соответствующих друг другу в биекции 
(15), а в каждой Т-виртуальной нормали — однопараметри-
ческий пучок ТL-виртуальных нормалей 2-го рода с осью (18). 

 
§ 2. Фокальные образы, ассоциированные  

с гиперполосой Hm,r(). Плоскость Нордена — Тимофеева 
 
1. Поле нормалей 1-го рода Nn-m и поле касательно оснаща-

ющих -плоскостей определяют на базисной поверхности Vm 
гиперполосы Hm,r() поле (n  s)-плоскостей ],[  mnsn   N  

(поле -плоскостей, rms  ). Относительно локального ре-

пера )(1 NR  уравнения, определяющие плоскость )( 0A  поля 

-плоскостей, имеют вид 

0x . 

При смещении точки А0 вдоль произвольной кривой 

100 ,,0   diiu , 

лежащей на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r(), ко-
ординаты точек фокального многообразия -плоскости удов-
летворяют уравнениям 

)0(0,0)( 0  ukn
nkk

p
pkk xxNxxx  


 .  (19) 
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Пусть квазитензор }{ pV  задает произвольную инвариант-
ную Т-виртуальную нормаль 1-го рода s (s-плоскость). При 
смещении точки А0 вдоль кривых 

0,00  


  pp , 

принадлежащих полю s-плоскостей, система уравнений (19) 
примет вид 
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Так как   не все равны нулю, то из (20) следует 
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(21) 

Уравнения (21) в общем случае определяют алгебраиче-
ское многообразие размерности (n  s  1) порядка s = m  r, ко-
торое обозначим ),(1  sn . Это многообразие лежит в π-плос-
кости. Соответствующая Λ-плоскость пересекает многообра-
зие ),(1  sn  по алгебраическому многообразию ),(1  r  
порядка и размерности (r  1): 
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(22) 

Линейная поляра точки А0 относительно многообразия 
(22) есть плоскость )()( 001 AAr   , которая задается урав-
нениями 

0,0 00
~

 p
p

A xxx  , 
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где 

)(
10 



  pq

q
pp s
 ,                           (23) 

k
pkpp 0
000   .                                 (24) 

Таким образом, поле квазитензора }{ 0
p  (23), определяемое 

уравнениями (24), задает поле ТΛ-виртуальных нормалей 2-го ро-
да, соответствующих полю ТΛ-виртуальных нормалей 1-го ро-

да }{ q
s   в проективитете Бомпьяни — Пантази (23). 

2. С другой стороны, поле внутренних инвариантных нор-
малей 1-го рода mnN   и поле s -плоскостей порождают на ба-

зисной поверхности Vm гиперполосы поле внутренних инвари-
антных (n  r)-плоскостей rn  (поле -плоскостей), то есть-

)](),([)( 000 AANA smnrn    , m0 VA  . Конечные уравнения 

плоскости )( 0Arn  (нормаль 1-го рода соответствующей -плос-

кости) имеют вид 

0 
 xx pp . 

Аналогично (см. п. 1) находим, что система уравнений 
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       (25) 

определяет фокальное многообразие ),(1  rn , соответ-

ствующее смещениям точки А0 по кривым, принадлежащим 
полю -плоскостей. В общем случае это алгебраическое мно-
гообразие размерности (n  r  1) порядка r. Многообразие 
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),(1  rn  (25) лежит в -плоскости и пересекается с соот-

ветствующей s -плоскостью по алгебраическому многообра-

зию ),(1  ss  порядка r и размерности s  1: 











.0)(det

,,0
0 










xx

xxx

tq
tpp

q
p

q

ppu

              (26) 

Таким образом, в каждой s -плоскости некоторого пучка 

Т-виртуальных нормалей 1-го рода, определяемой квазитен-

зором }{ p
 , уравнения (26) задают фокальное многообразие 

),(1  ss , соответствующее смещениям точки А0 по кривым, 

принадлежащим полю -плоскостей. Линейная поляра точки 
А0 относительно многообразия ),(1  ss  есть (s  1)-плос-

кость )( 01 Ass   , которая задается конечными уравнениями 

0,0,000  upp xxxxx 



  , 

)(
10 

  tp
tpp

pr
 . 

Плоскость, натянутая на линейные поляры точки А0 относи-
тельно фокальных многообразий ),(1  r  (27) и ),(1  ss  

(26), то есть плоскость )](),([)( 010101 AAA srm     (-плос-

кость), является плоскостью Нордена — Тимофеева [13] него-
лономной композиции ),( s  [14]. Относительно локального 

репера )(1 NR  уравнения плоскости Нордена — Тимофеева 

)( 01 Am  имеют вид 

0,000  ui
i yypy ,                          (27) 

где 00000 , pp
p pp    . 
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Геометрическая интерпретация объекта }{ 1m  была най-

дена Р. Ф. Домбровским [15] для касательно r-оснащенных 
поверхностей проективного пространства. 

Теорема 2. Поле Т-виртуальных нормалей 1-го рода 

}{ p
s   индуцирует поле плоскостей Нордена — Тимофеева р 

(27) — поле нормалей 2-го рода регулярной гиперполосы Hm,r(). 
Порядок дифференциальной окрестности, в которой внут-
ренним образом определено поле плоскостей Нордена — Тимо-
феева, на единицу выше порядка дифференциальной окрестно-

сти квазитензора }{ p
  (12). 

Нормаль 1-го рода mnN   пересекает многообразие 

),(1  sn  (21) по алгебраическому многообразию ),(1  mn  

размерности (n  m  1) порядка s: 
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  (28) 

а многообразие ),(1  rn  (25) — по алгебраическому мно-

гообразию ),(1  Nmn   размерности (n  m  1) порядка r: 
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   (29) 

Уравнения линейных поляр А0 относительно многообразий 
(28), (29) представим соответственно в виде 

,0,0 00  u
u

i xxx                               (30) 

.0,0 00  u
u

i xxx                               (31) 

Уравнения (30), (31) задают соответственно (n  m  1)-мер-
ные плоскости )( 01 Amn   и )( 01 Amn  , принадлежащие нор-

мали 1-го рода )( 0AN mn  гиперполосы )(, rmH  и не проходя-
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щие через точку 0A , то есть являющиеся оснащающими плос-

костями Картана гиперполосы )(, rmH  [5]. В общем случае 

плоскости )( 01 Amn   (30) и )( 01 Amn   (31) различны и поэто-

му образуют пучок плоскостей Картана гиперполосы )(, rmH , 

осью которого является плоскость )( 02 Amn  : 

0,0,0 0000  u
u

u
u

u xxxxx  .           (32) 

Следовательно, имеет место 
Теорема 3. С каждой Т-виртуальной нормалью 1-го рода 

}{ p
is   индуцируется в нормали 1-го рода )( 0AN mn  гиперпо-

лосы )(, rmH  пучок плоскостей Картана, осью которого яв-

ляется плоскость )( 02 Amn   (32). 
 

§ 3. -структуры поля касательных плоскостей Tm  
базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r() 

 
1. Пусть на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r() 

задано внутренним инвариантным образом поле Т-вирту-
альных нормалей 1-го рода s  (в § 1, например, найдено одно-

параметрическое семейство таких полей (19)). Поле оснащаю-
щих -плоскостей (Т-структура [16]) и поле Т-виртуальных 
нормалей s  (вторая Т-структура) порождают -структуру в рас-

слоении касательных плоскостей Tm базисной поверхности Vm 

гиперполосы Hm,r(). Действительно, в каждой точке m0 VA   

имеем 

000000 )()();()](),([ AAAATAA sms   .      (33) 

Известно [17], что всякая -структура вполне определяется 

полем аффинора }{ i
jA , удовлетворяющего соотношениям 

j
i

k
i

j
k AA .                                    (34) 
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Найдем компоненты аффинора i
jA , удовлетворяющего ус-

ловиям (34) и (33). В силу выбора репера )(1 NR  можем напи-

сать следующие разложения: 

k
k
ii AT  , где .

0

 


 p

p
qk

i 

                 

(35) 

Так как точки iT  линейно независимы, то матрица k
i  не-

вырождена и, следовательно, для нее существует обратная 
матрица 


 




f

f
qk

i 


0*

                               (36) 

такая, что выполняются равенства 

j
i

j
k

k
i

j
i

k
i

j
k  

**

, . 

Введем в рассмотрение тензор типа (1.1) (аффинор) 
*

2 p
j

i
p

i
j

i
j  A , ki

jk
i
j 0AA  ,                  (37) 

где 

)(2
**

i
pk

p
j

p
jk

i
p

i
jk  A ,                        (38) 

компоненты которого в силу (35), (36) имеют следующую 
структуру 

q
p

q
p A , 0

pA , pp
 2A , 



 A .             (39) 

Таким образом, аффинор i
jA  (37), (39) охватывается объ-

ектами Т-структур, индуцирующих данную -структуру, и 
удовлетворяет условиям (34). Следствием теоремы 1 и приве-
денных исследований (§ 3, п. 1) является 
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Теорема 4. Поле касательных плоскостей Tm базисной по-
верхности Vm гиперполосы Hm,r() несет однопараметриче-
ское семейство π-структур, внутренне связанных с данной 

гиперполосой и определенных пучком аффиноров )(i
jA , где 

.
)(2

0
)( 

 



q

p
qi

j


A

                       

(40) 

2. Установим критерий интегрируемости π-структуры (Λ, 

ν), определенной аффинором i
jA  (37). Известно [16], что ин-

тегрируемость π-структуры характеризуется обращением в 
нуль тензора кручения данной π-структуры. В свою очередь, 
так как тензор кручения π-структуры только постоянным мно-

жителем отличается от тензора Нейенхейса }{ i
kjΠ , где 

),()(

)()(
i
j

i
jk

i
k

i
kj

i
jp

i
pj

p
k

i
kp

i
pk

p
j

i
kj





 AAAAAA

AAAAAAΠ




           

 

(41) 

то интегрируемость π-структуры (Λ, ν) сводится к обращению 
в нуль компонент тензора Нейенхейса в репере ),(1 NR , адап-

тированном полю s -плоскостей ( s -расслоению). В этом ре-

пере kp
k

p
0    и 0)( 

p

 (
)(  — фиксированное значение 

параметра σ). Предварительно, продифференцировав равен-
ства (34), получим следующие связи на компоненты аффинора 

i
jA  (37): 

0 k
il

j
k

k
i

j
kl AAAA .                             (42) 

Теперь, учитывая соотношения (34, 38, 39, 42), вычисляем 
компоненты тензора Нейенхейса π-структуры (Λ, ν): 
















).(8))()((4

,8)(4

,0,0,0













pq
ppp

pqqppqpq

p
qt

i
p
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r
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ΠΠΠ

            (43) 
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Из (43) следует, что обращение в нуль всех компонент тен-
зора Нейенхейса равносильно равенству нулю тензоров неголо-

номности 
pqr  и )(

pqr
 
соответственно Λ-распределения и ν-рас-

пределения на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r(). 
Таким образом, π-структура (Λ, ν )( ), определенная аффино-

ром )(i
jA , интегрируема тогда и только тогда, когда обраща-

ются в нуль тензоры неголономности 
pqr  и )(

pqr
 
соответст-

венно базовых распределений (Λ-распределения и s -распре-

деления) данной π-структуры. С другой стороны, интегрируе-
мость π-структуры означает расслоение базисной поверхности 
Vm гиперполосы Hm,r() на два семейства подмногообразий: 

а) на s-параметрическое семейство r-мерных поверхностей, 
огибающих элементы (плоскости ) -распределения; 

б) на r-параметрическое семейство s-мерных поверхно-
стей, огибающих элементы (плоскости )( s ) )( s -распре-

деления. Другими словами, через каждую точку m0 VA   про-

ходит по одной поверхности каждого из семейств. Многообра-
зие элементов -структуры, касательных к этим поверхностям 

),( sr VV , образует голономную композицию, а интегральные 
многообразия голономной композиции — композицию А. П. Нор-
дена [19]. Учитывая эту связь, Р. Ф. Домбровский [15] вводит 
для неинтегрируемых (интегрируемых) -структур названия 
неголономной (голономной) композиции А. П. Нордена. 

Определение. Неголономной композицией А. П. Нордена 
на дифференцируемом многообразии Xm называется диффе-
ренциально-геометрическая структура, индуцированная парой 
полей геометрических объектов, порождающих два распреде-
ления плоскостных элементов r и s  (в общем случае не ин-

волютивных) таких, что в каждой точке xsrm TXx  ],[:  , 

xsr  . Распределения r и s  называются базовыми рас-

пределениями неголономной композиции (, ). 
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Из результатов исследований (§ 3, п. 2) и теоремы 4 следует 
Теорема 5. Регулярная гиперполоса Hm,r() внутренним 

инвариантным образом порождает в поле касательных плос-
костей Tm базисной поверхности Vm однопараметрический 
пучок неголономных композиций А. П. Нордена (, (σ)), базо-
выми распределениями каждой из которых являются распре-
деления -плоскостей и )(s  -плоскостей. Обращение тен-

зоров неголономности 
pqr  и )(

pqr
 
соответствующих базо-

вых распределений данной π-структуры (, (σ)) в нуль есть 
необходимое и достаточное условие, чтобы базисная поверх-
ность Vm гиперполосы Hm,r() представляла собой голономную 
композицию А. П. Нордена ))(V,V( sr  , а соответствующая 

-структура (, (σ)) была голономной. 
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the field of the 1st kind normals. The tensor of nonholonomicity of cloth-
ing -planes field is introduced. The vanishing the nonholonomic tensor 
leads to three different interpretations of the hyperband. With the help of 
Т-virtual normals of the 1st and 2nd kind of framed -planes, we come to 
the following conclusion: in a third order differential neighborhood the 
bundle of the hyperband second kind normals generates a one-parameter 
bundle of Т-virtual first and second kind normals, which correspond to 
each other in bijection. We consider focal images associated with the hy-
perband, with the help of which the Norden — Timofeev plane of the 
indicated hyperband is constructed. The geometric interpretation of the 
object defining the Norden — Timofeev surface was found by R. F. Dom-
brovsky for tangentially r-framed surfaces in the projective space. We 
note that the field of Т-virtual first kind normals induces the field of the 
Norden — Timofeev planes, this is the field of the 2nd kind regular hyper-
band normals. It is proved that with each the 1st kind Т-virtual normal is 
induced a bundle of Cartan planes in the 1st kind normal at a fixed point 
of the hyperband. 

In conclusion, we consider the -structures of the tangent planes field 
at the base surface of the hyperband. 

 
Keywords: tangentially r-framed hyperband, nonholonomic tensor, 

T-virtual normal, algebraic variety, focal manifold, Norden — Timofeev 
plane, affinor, nonholonomic Norden composition. 
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