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Линейные и проективные связности  

над гладким многообразием 
 

Рассмотрены главные расслоения кореперов 1-го и 
2-го порядков, а также фактор-расслоение центропроек-
тивных (коаффинных) кореперов. В расслоении линей-
ных кореперов задана связность с помощью поля объ-
екта связности. Определены тензоры кручения и кри-
визны этой линейной связности. Выделены особые 
связности: без кручения, без кривизны. Пространство 
линейной связности, лишенное кручения и кривизны, 
представляет собой аффинную группу, что послужило 
основанием для классического названия «аффинная 
связность». 

При специализациях многообразия введены силь-
ное и слабое условия проективности, позволяющие вы-
делить соответствующие расслоения кореперов. Связ-
ности в этих главных расслоениях названы сильной и 
слабой проективными связностями. 

В случае симметрической линейной связности, ко-
гда отсутствует кручение, рассмотрен объект классиче-
ской проективной связности. Введены формы этой 
связности и найдены их структурные уравнения. Отсю-
да следует, что классическая проективная связность не 
является ни фундаментально-групповой, ни линейной 
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дифференциально-геометрической. Доказано, что объект 
кривизны этой связности образует квазитензор лишь в 
совокупности с объектом связности. Показано, что клас-
сическая проективная связность вырождается в отлич-
ную от исходной  линейную связность на образе сече-
ния некоторого однородного расслоения.  

 
Ключевые слова: расслоение кореперов, линейная связность, 

тензоры кручения и кривизны, слабая и сильная проективные связ-
ности, классическая проективная связность 

 
1. Расслоения над гладким многообразием 

 
Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие ܸ со струк-

турными уравнениями Лаптева [1; 2]: 

݀߱ ൌ ߱ ∧ ߱
൫݅, ݆, … ൌ 1, ݊൯.                      (1.1) 

Продолжим их, то есть продифференцируем внешним об-
разом и разрешим по лемме Лаптева (обобщенной лемме Кар-
тана [1; 2]): 

݀ ߱
 ൌ ߱

 ∧ ߱
 ߱ ∧ ߱

 ,		                      (1.2) 

причем трехиндексные формы удовлетворяют условиям  

߱
 ∧ ߱ ∧ ߱ ൌ 0	 ⇔ ߱ሾሿ

 ∧ ߱ ∧ ߱ ൌ 0	 ⇔ 

߱ሾሿ
 ൌ ߣ

 ߱,				ߣሺሻ
 ൌ ሼሽߣ			,0

 ൌ 0,                (1.3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, круглые 
скобки — симметрирование, а фигурные скобки — циклиро-
вание. 

Продолжая структурные уравнения (1.2), получим 

݀ ߱
 ൌ ߱

 ∧ ߱
െ߱

 ∧ ߱
 െ ߱

 ∧ ߱
  ߱ ∧ ߱

 ,		     (1.4) 

߱ሾሿ
 ൌ ߣ

 ߱,				ߣሺሻ
 ൌ ሼሽߣ			,0

 ൌ 0.	          (1.5) 
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Утверждение 1. Над гладким многообразием ܸ имеются 
главные расслоения кореперов ܮሺ ܸሻ, ଶሺܮ ܸሻ со структурными 
уравнениями (1.1, 1.2), (1.1, 1.2, 1.4), типовыми слоями кото-
рых являются линейные группы 1-го и 2-го порядков: 

ܮ ൌ ,ሺ݊ሻܮܩ ܮ݉݅݀ ൌ ݊ଶ	; ଶܮ ൌ ,ଶሺ݊ሻܮܩ ଶܮ݉݅݀		 ൌ
1
2
݊ଶሺ݊  3ሻ, 

причем группа L является факторгруппой группы ܮଶ. 
Свернем уравнения (1.4) по индексам i, j: 

݀߱ ൌ െ߱ ∧ ߱
 ߱ ∧ ߱,                      (1.6) 

߱ ൌ ߱
 , ߱ ൌ ߱

 ,			߱ሾሿ ≡ 0,																		(1.7) 

где символ ≡ обозначает сравнение по модулю базисных форм 
߱. 

Следствие. В расслоении линейных кореперов 2-го поряд-
ка ܮଶሺ ܸሻ наряду с фактор-расслоением линейных кореперов  
1-го порядка ܮሺ ܸሻ	присутствует фактор-расслоение центро-
проективных (коаффинных) кореперов ܥሺ ܸሻ		со структурны-
ми уравнениями (1.1, 1.2, 1.6), типовым слоем которого явля-
ется коаффинная группа ܥ ൌ  .ሺ݊ሻ∗ܣܩ

 
2. Линейная связность 

 
Зададим линейную связность в главном расслоении линей-

ных кореперов ܮሺ ܸሻ	 способом Лаптева — Лумисте [3; 4]. Пре-
образуем слоевые формы ߱

 с помощью линейных комбина-
ций базисных форм ߱: 

߱	෦
 ൌ ߱

 െ Г
 ߱.                                (2.1) 

Потребуем, чтобы функции Г
  удовлетворяли следующим 

дифференциальным уравнениям: 

ᇞ Г
  ߱

 ൌ Г
 ߱,                             (2.2) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 
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ᇞ Г
 ൌ ݀Г

 Г
 ߱

 െ Г


߱
 െ Г

 ߱
 . 

Тогда преобразованные слоевые формы (1) удовлетворяют 
структурным уравнениям 

݀߱	෦
 ൌ ߱	෦

 ∧ ߱	෦
  ܴ

 ߱ ∧ ߱,                    (2.3) 

где коэффициенты при внешних произведениях базисных 
форм выражаются по формуле  

ܴ
 ൌ Гሾሿ

 െ Гሾ
 Гሿ

 ,                         (2.4) 

причем альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. 

Продолжим дифференциальные уравнения (2.2): 

ᇞ Г
  Г

߱
 െ Г


߱
 െ Г

 ߱
  ߱

 ≡ 0. 

Проальтернируем эти дифференциальные сравнения по 
двум последним индексам и учтем условия (1.31, 1.51): 

ᇞ Гሾሿ
  Гሾ

 ߱ሿ
 െ Гሾ


߱ሿ
 ≡ 0.																		(2.5) 

С помощью уравнений (2.2) получаются сравнения для 
второго слагаемого в формуле (2.4): 

ᇞ Гሾ
 Гሿ

  ߱ሾ
 Гሿ

  Гሾ
 ߱ሿ

 ≡ 0. 

Вычтем их из сравнений (2.5) и воспользуемся формулой 
(2.4): 

ᇞ ܴ
 ≡ 0.																																															(2.6) 

Внесем формы (2.1) в структурные уравнения (1.1): 

݀߱ ൌ ߱ ∧ ߱	෦
  ܶ

 ߱ ∧ ߱,                      (2.7) 

где ܶ
 ൌ Гሾሿ

 . Альтернируя дифференциальные уравнения (2) 
и учитывая условие (1.31), получим 

ᇞ ܶ
 ≡ 0.																																															(2.8) 
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Утверждение 2. Линейная связность (в классической тер-
минологии — аффинная связность) в главном расслоении ли-
нейных кореперов ܮሺ ܸሻ	 задается формами (2.1), определен-
ными с помощью компонент объекта связности Г

 , которые 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям (2.2). Формы 
линейной связности (2.1) подчиняются структурным уравне-
ниям (2.3), содержащим компоненты объекта кривизны ܴ

 , 
которые выражаются по формуле (2.4) через объект связно-
сти Г

  и его пфаффовы производные Г
 . Компоненты ܴ

  
образуют тензор, так как удовлетворяют дифференциаль-
ным сравнениям (2.6). Внесение форм связности (2.1) в 
структурные уравнения базисных форм (1.1) преобразует их к 
виду (2.7), куда входят компоненты тензора кручения ܶ

  с 
дифференциальными сравнениями (2.8). 

Определение 1. Главное расслоение линейных кореперов 
ሺܮ ܸሻ, при более подробном обозначении ܮమሺ ܸሻ, с заданным 
полем объекта Г

  называется пространством линейной связ-
ности ܮమ,. 

 
3. Особые линейные связности 

 
Тензоры кручения ܶ

  и кривизны ܴ
  позволяют выделить 

3 особых линейныx связности: 
1) ܶ

 ൌ 0 — линейная связность без кручения; 

2) ܴ
 ൌ 0	 — линейная связность без кривизны; 

3) ܶ
 ൌ 0, ܴ

 ൌ 0	 — линейная связность без кручения и 
кривизны, иначе говоря, связность локально аффинного про-
странства. 

В последнем случае уравнения (2.3), (2.7) становятся 
структурными уравнениями аффинной группы GA(n): 

݀߱ ൌ ߱ ∧ ߱ሶ
 ,			݀ ߱ሶ

 ൌ ߱ሶ
 ∧ ߱ሶ 

 ,																					(3.1) 

где точка означает выполнение условий 3). Это послужило ос-
нованием для названия «аффинная связность» (см., напр., [5]), 
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которое было дано до развития теории расслоенных про-
странств. Группа GA(n) имеет линейную факторгруппу GL(n) 
со структурными уравнениями (3.12).  

 
4. Сильная и слабая проективные связности 

 

Наряду с особыми линейными связностями на произвольном 
расслоении ܮሺ ܸሻ можно специализировать само расслоение и 
получать другие связности. Выделим расслоение специальных 
линейных кореперов с помощью условия проективности 

߱
	= 0.                                            (4.1) 

Замечание 1. В аффинной группе GA(n) со структурными 
уравнениями (3.1) аналогичное равенство выделяет эквиаф-
финную подгруппу, а в линейной факторгруппе GL(n) — спе-
циальную линейную подгруппу, изоморфную проективной 
группе GP(n – 1). 

Из структурных уравнений (1.2) при j = i следует 

݀߱
 ൌ ߱ ∧ ߱ . 

Учтем условие (4.1) и разрешим полученное квадратичное 
уравнение по лемме Картана: 

߱ ൌ ,߱ߤ ሾሿߤ		 ൌ 0.																																	(4.2) 

Отталкиваясь от равенства (4.1), введем более общее условие 

߱
 ൌ ߱ߥ

 ,																																									(4.3) 

продолжение которого имеет вид 

Δߥ  ߱ ≡ 0.																																				(4.4) 

Назовем (4.1) сильным условием проективности, а (4.3) — 
слабым условием проективности. 

При выполнении условия (4.3) с помощью обозначения (2.1) 
получим 

߱	෦
 ൌ ߛ			,߱ߛ ൌ ߥ െ Г,			Г ൌ Г

 .             (4.5) 
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Уравнения (2.2) и сравнения (4.4) дают Δߛ ≡ 0. В рас-
сматриваемом случае формулы (4.3) и (4.51) аналогичны. Бо-
лее того, если тензор ߛ аннулируется, то ߱	෦

 ൌ 0, что подобно 
условию (4.1), и тогда ߥ ൌ Г. 

Определение 2. Расслоение линейных кореперов ܮሺ ܸሻ с 
условием (4.1) назовем сильным расслоением проективных ко-
реперов и обозначим ሶܲ ሺ ܸሻ, а при выполнении условия (4.3) — 
слабым расслоением проективных кореперов ܲሺ ܸሻ. Линейные 
связности в расслоениях ሶܲ ሺ ܸሻ и ܲሺ ܸሻ назовем соответствен-
но сильной и слабой проективными связностями. Главные рас-
слоения ሶܲ ሺ ܸሻ и ܲሺ ܸሻ со связностями будем называть про-
странствами с сильной и слабой проективными связностями и 
обозначать ሶܲ మିଵ, и 	Pమିଵ,. 

Замечание 2. Пространства ሶܲ
మିଵ, и 	Pమିଵ, с одной ба-

зой ܸ и одинаковым типовым слоем — проективной группой 
GP(n-1) — нельзя отождествить, так как в окрестности точки 
базы имеем разные формулы (4.1) и (4.3). 

Утверждение 3. Если слоевые формы ߱
 удовлетворяют 

слабому условию проективности (4.3), в частности сильному 
условию проективности (4.1), то формы проективной связно-
сти ߱	෦

 подчиняются аналогичному условию. 
Из дифференциальных уравнений (2.2) следует, что сверт-

ки Г удовлетворяют уравнениям  

∆Г  ߱ ൌ Г߱	ሺГ ൌ Г
 ሻ,                    (4.6) 

которые с учетом следствия (4.21) из условия сильной проек-
тивности (4.1) принимают тензорный вид: ∆Г ≡ 0. 

Замечание 3. Линейную связность с объектом Г
 , удовлетво-

ряющим в случае выполнения равенства (4.1) условию Г ൌ 0, 
можно назвать специальной сильной проективной связностью. 

 

5. Объект классической проективной связности 
 

В общем случае слабое условие проективности (4.3) и тем 
более сильное условие (4.1) не выполняются, поэтому нельзя 
дать определение 2 и доказать утверждение 3. Это препятствие 
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преодолевается при построении объекта классической проек-
тивной связности в пространстве симметрической линейной 
связности. 

Утверждение 4. Объект симметрической линейной связ-
ности Г

 	ሺГሾሿ
 ൌ 0ሻ и его свертка Г ൌ Г

  позволяют по-
строить объект классической проективной связности (см., 
напр., [6]): 

П
 ൌ Г

 െ
ଵ

ାଵ
ሺߜ

Г  ߜ
 Гሻ,																					(5.1) 

причем в силу симметрии компонент Г
  объект П

  симмет-

ричен по нижним индексам: Пሾሿ
 ൌ 0. 

Замечание 4. Построение шести объектов проективной 
связности по данному объекту несимметрической линейной 
связности произведено разными аппаратами в статьях [7; 8]. 

Из дифференциальных уравнений (2.2), (4.6) следует, что 
компоненты объекта П

  подчиняются следующим сравнениям:  

∆П
  ߱

 െ
ଵ

ାଵ
ሺߜ

߱  ߜ


߱ሻ ≡ 0.															(5.2) 

Свернем их по индексам i, j: 

∆П ≡ 0,			П ൌ П
 . 

Более того, формула (5.1) дает  

П ൌ 0.                                             (5.3) 

 
6. Формы классической проективной связности 

 
По аналогии с формами линейной связности (2.1) введем 

формы проективной связности  

ෝ߱
 ൌ ߱

 െ П
 ߱.																																				(6.1) 

Замечание 5. Из формулы (6.1) и тождеств (5.3) следует 
ෝ߱
 ൌ ߱

, то есть сумма диагональных форм не подвергается 
преобразованию.  
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Согласно формулам (2.1), (5.1) имеем 

ෝ߱
 ൌ ߱

 
ଵ

ାଵ
ሺߜ

Г  ߜ
 Гሻ߱.																(6.2) 

С помощью структурных уравнений (1.1) получим 

݀ ෝ߱
 ൌ ݀ ߱

  ଵ
ାଵ

ሾߜ
݀Г  ߜ

 ݀Г െ ሺߜ
Г  ߜ

Гሻ߱
 ሿ⋀߱. 

Раскроем круглые скобки и воспользуемся дифференци-
альными уравнениями (4.6): 

݀ ෝ߱
 ൌ ݀ ߱

  ଵ
ାଵ

ሾሺߜ
Г  ߜ

 Гሻ߱ െ 

െߜ
߱ െ ߜ


߱  ߜ

 Г ߱
 െ Г߱

 ሿ⋀߱. 

Используем структурные уравнения (2.3): 

݀ ෝ߱
 ൌ ߱

⋀ ߱
  ሾ ܴ

 െ ଵ
ାଵ

ሺߜ
Г  ߜ

 Гሻሿ߱⋀߱  

 భ
శభ
ሺߜ

 Г ߱
 െ Г߱

 െ ߜ
߱ െ ߜ


߱ሻ⋀߱.             (6.3) 

Преобразуем внешние произведения форм линейной связ-
ности с помощью равенств (6.2): 

߱
⋀ ߱

 ൌ ෝ߱
⋀ ෝ߱

  ଵ
ሺାଵሻమ

Г߱⋀Г߱ െ 

െ ଵ
ାଵ

ሺ ෝ߱
 ∧ Г߱  Г߱⋀ ෝ߱

 ሻ.																						 

В последнем выражении используем обозначение (6.1): 

߱
⋀ ߱

 ൌ ෝ߱
⋀ ෝ߱

 െ ଵ
ାଵ

൫ ߱
⋀Г߱  Г߱⋀߱

 ൯  

 ଵ
ାଵ

ሺГП
  П

Гߜ
ሻ߱⋀߱  ଵ

ሺାଵሻమ
ГГ߱⋀߱. 

Подставим полученный результат в формулу (6.3), выне-
сем внешние произведения базисных форм и проальтернируем 
коэффициенты при этих произведениях с учетом симметрии 
компонент П

 : 

݀ ෝ߱
 ൌ ෝ߱

	⋀ ෝ߱
 െ

ଵ

ାଵ
ሺߜ

߱  ߜ


߱ሻ⋀߱  ࣬
 ߱⋀߱,   (6.4) 
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࣬
 ൌ ܴ

 െ
1

݊  1
ሾߜ

Гሾሿ െ 

െሺГሾ  ГПሾ
 

ଵ

ାଵ
ГГሾሻߜሿ

 ሿ.																								(6.5) 

Утверждение 5. Классическая проективная связность со 
структурными уравнениями (1.1), (1.6), (6.4) не является ни 
фундаментально-групповой [1—4], ни линейной дифференци-
ально-геометрической [9] связностью над базой ܸ. Однако 
над расслоением центропроективных кореперов Сሺ ܸሻ это ли-
нейная связность, непостоянная часть объекта кривизны кото-
рой выражается по формуле (6.5). 

 
7. Квазитензорность объекта кривизны 

 
Продолжим дифференциальные уравнения (4.6): 

∆Г െ Г߱
  ߱ ≡ 0. 

Альтернируем эти сравнения: 

∆Гሾሿ െ Г߱ሾሿ
  ߱ሾሿ ≡ 0. 

В случае полуголономности [10] многообразия ܸ имеем 
߱ሾሿ
 ≡ 0,߱ሾሿ ≡ 0, поэтому ∆Гሾሿ ≡ 0, то есть Гሾሿ — анти-

симметрический тензор на многообразии ܸ. Значит, ߜ
Гሾሿ — 

тензор. 
Найдем дифференциальные сравнения для компонент 2-го 

слагаемого в квадратных скобках формулы (6.5): 

∆ሺГሾ  ГПሾ
  ଵ

ାଵ
ГГሾሻߜሿ

  ሺ ߱ሾ  ߱Пሾ
 ሻߜሿ

 ≡ 0. 

Следовательно, компоненты ࣬
  удовлетворяют следую-

щим сравнениям: 

∆ ࣬
 

ଵ

ାଵ
൫ ߱ሾ  ߱Пሾ

 ൯ߜሿ
 ≡ 0.																			(7.1) 
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Утверждение 6. Дифференциальные сравнения (5.2), (7.1) 
показывают, что объект кривизны ࣬

  классической проек-

тивной связности образует квазитензор лишь в совокупности 
с объектом этой связности П

 . 
 

8. Случай вырождения проективной связности 
 
Уравнения (6.4) станут структурными уравнениями форм 

линейной связности лишь в особом случае, когда выполняют-
ся дифференциальные сравнения 

ߜ
߱  ߜ


߱ ≡ 0.																																					(8.1) 

Сворачивая их по индексам i, j, получим ߱ ≡ 0. Наобо-
рот, из этих сравнений следуют сравнения (8.1). Соответству-
ющие пфаффовы уравнения имеют вид  

߱ ൌ Λ߱,                                       (8.2) 

где Λ — некоторые функции. Продолжим эти уравнения и 
запишем результат в виде сравнений 

ᇞ Λ  ߱ ≡ 0.																																			(8.3) 

Альтернируя их и используя сравнения (1.73), получим  

ᇞ Λሾሿ ≡ 0.																																									(8.4) 

Подставим пфаффовы уравнения (8.2) в структурные урав-
нения (6.4): 

݀ ෝ߱
 ൌ ෝ߱

	⋀ ෝ߱
  Թ

 ߱⋀߱,                    (8.5) 

Թ
 ൌ ࣬

 
ଵ

ାଵ
൫ߜ

Λሾሿ െ Λሾߜሿ
 ൯.               (8.6) 

В рассматриваемом случае сравнения (7.1) примут вид 

ᇞ ࣬
 

ଵ

ାଵ ߱ሾߜሿ
 ≡ 0.																													(8.7) 
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Дифференциальные сравнения (8.3), (8.4), (8.7) позволяют 
найти сравнения для компонент (8.6): ᇞ Թ

 ≡ 0. 
Утверждение 7. Классическая проективная связность 

становится линейной связностью на образе сечения (8.2) од-
нородного расслоения ܣ∗ ሺ ܸሻ со структурными уравнениями 
(1.1), (1.6), где ܣ∗ ൌ ∗ܣܩ ሺ݊ሻ/ܮܩሺ݊ሻ — коаффинное простран-
ство размерности n. Эта отличная от исходной линейная 
связность имеет структурные уравнения (1.1),(8.5) и тензор 
кривизны (8.6). 
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Linear and projective connections over a smooth manifold 
 

Submitted on March 16, 2023 
 
The principal bundles of the first order coframes and the second order 

coframes, as well as factor bundle of centroprojective (coaffine) coframes 
are considered. In the bundle of linear coframes a connection is given 
with the help of the field of connection object. The torsion and curvature 
tensors of this linear connection are determined. Special connections are 
singled out: torsion-free, curvature-free. The space of a linear connection 
devoid of torsion and curvature is an affine group, that served as the basis 
for classical name «affine connection». 

Under the specializations of a manifold, strong and weak projectivity 
conditions was introduced, which make it possible to single out the cofra-
me bundles. The connections in these principal bundles are called strong 
and weak projective connections. 

In the case of symmetric linear connection, when the torsion is 
absent, the object of classic projective connection is considered. Connec-
tion forms are introduced and their structure equations are found. Hence it 
follows that classic projective connection is neither fundamental-group 
nor linear differential-geometric. It is proved, that the curvature object of 
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this connection forms a quasitensor together with the connection object 
only. It is shown, that classic projective connection degenerates into diffe-
rent from the original linear connection on the image of a section of some 
homogeneous bundle. 

 
Keywords: bundle of coframes, linear connection, torsion and curva-

ture tensors, weak and strong projective connection, classic projective 
connection 
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