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УДК 514.76 
 

Ю. И. Шевченко 
 

ДЕРИВАЦИОННЫЕ ФОРМУЛЫ АКИВИСА 
И СТРУКТУРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЛАПТЕВА 

НА ПОВЕРХНОСТИ АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

В аффинном пространстве рассмотрена гладкая поверхность. С по-
мощью деривационных формул и уравнений структуры аффинного 
пространства построены три пары Акивиса-Лаптева на поверхности. 
Показано, что поверхность аффинного пространства является голо-
номным гладким многообразием. 

 
The smooth surface in affine space is considered. With the derivation 

formulas and equations of the structure of an affine space constructed three 
pairs Akivis-Laptev on the surface. It is shown that the surface of an affine 
space is a holonomic smooth manifold. 

 
Ключевые слова: деривационные формулы Акивиса, структурные уравне-

ния Лаптева, голономное гладкое многообразие, поверхность аффинного про-
странства, касательные пространства высших порядков. 

 
Key words: Akivis derivation formulas, Laptev structure equations, holonomic 

smooth manifold, surface of an affine space, tangent spaces of higher orders. 
 

1. Пары Акивиса — Лаптева на гладком многообразии 
 

Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие ,nM  для которого 1-я фор-
мула Акивиса [1; 2] имеет вид 

 ( , 1, ),i
idx i n     (1) 

где dx  — смещение точки nMx  с точностью до 1-го порядка; iθ  — 
линейные дифференциальные формы от параметров, определяющих 
перемещение точки x, iε — базисные векторы n-мерного линейного 

пространства nTT 1 , касающегося многообразия nM  в точке x . Эта 
формула позволяет записать цепочку эквивалентностей 

сonst 0 0 0i i
ix dx          , 

в конце которой получились уравнения стационарности точки x . Пол-

ную интегрируемость системы 0iθ  дает 1-я серия структурных урав-
нений Лаптева [2; 3]: 

 
,θθθ i

j
jiD 

 
(2) 

где D  — символ внешнего дифференциала;   — знак внешнего умно-
жения. 
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Замечание 1. В отличие от аффинного пространства nA  1-ю фор-

мулу Акивиса на многообразии nM  нельзя проинтегрировать, но ее 

можно дифференцировать внешним образом (ср.: [2]).  

Продолжим дифференциальное уравнение (1) в предположении, 

что dx  — полный дифференциал, т. е. 0)(dxD . Сначала замкнем урав-

нение (1) с использованием структурных уравнений (2): 

,θ)εθε( 0 i
j

j
iid  

где d  — символ обычного дифференцирования. Теперь разрешим квад-
ратичные уравнения по лемме Картана 

 
,ε,εθεθε ][ 0 ijij

j
j

j
iid

 
(3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, а новые объекты 

ijε  — симметричные касательные векторы 2-го порядка, или диффузо-

ры (см., напр.: [1; 4—7]), принадлежащие соприкасающемуся простран-

ству n
nn

TTT 
 )( 3

2

1
2 . Известно, что векторы iε  интерпретируются ли-

нейными дифференциальными операторами, а векторы 2-го порядка 

ijε  можно проинтерпретировать дифференциальными операторами  

2-го порядка. Формула (3) является 2-й деривационной формулой Аки-
виса на гладком многообразии nM .  

Продолжим структурные уравнения (2). Сначала замкнем их: 

.θ)θθθ( 0 ji
k

k
j

i
jD  

Теперь разрешим кубичные уравнения по лемме Лаптева [3]: 

 
,θθθθθ i

jk
ki

k
k
j

i
jD 

 
(4) 

причем для новых форм i
jkθ  выполняются условия 

 [ ] [ ] ( ) { }0 0 , 0, 0,j ji k i k i i l i i
jk jk jk jkl jk l jkl                 

 
(5) 

где круглые скобки обозначают симметрирование, а фигурные скоб-
ки — циклирование. Уравнения (4) образуют 2-ю серию структурных 
уравнений Лаптева на гладком многообразии nM .  

Определение 1. Поскольку деривационные формулы Акивиса (1), 
(3) и структурные уравнения Лаптева (2), (4) соответствуют друг другу, 
назовем (1), (2) — 1-й парой Акивиса — Лаптева, а (3), (4) — 2-й парой 
Акивиса — Лаптева на гладком многообразии nM . 
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2. Иерархия гладких многообразий 

 

Определение 2. Если в формуле (51) ,λ 0i
jkl  т. е. формы i

jkθ  ло-

кально симметричны по нижним индексам, то nM  называется [8] полу-

голономным гладким многообразием 1-го порядка и обозначается S
nM ; если 

,λ 0i
jkl  т. е. формы i

jkθ  симметричны, то nM  называется [5] голономным 

гладким многообразием 1-го порядка H
nM . 

Определение 3. Если условие (51) не выполняется, т. е. структурные 
уравнения (4) получены не продолжением уравнений (2), а, например, 
в результате факторизации, то назовем nM  неголономным гладким много-

образием 1-го порядка N
nM [5; 9]. 

При продолжении структурных уравнений (4) аналогично опреде-
ляются голономные, полуголономные и неголономные гладкие много-
образия 2-го порядка и далее — многообразия высших порядков.  

Иерархия гладких многообразий 1-го порядка имеет вид 

,n
H
n

S
n

N
n AMMM   

где стрелка означает, что каждое следующее многообразие — особый 
случай предыдущего.  
 

3. Первая пара Акивиса — Лаптева на поверхности 
 

Рассмотрим N-мерное аффинное пространство AN с подвижным ре-
пером { , } ( , 1, ),IA e I N  деривационные формулы которого имеют вид 

 ,ω,ω J
J
III

I edeedA   (6) 

где d — символ обычного дифференцирования в пространстве NA .  

Структурные формы ,I  J
Iω  аффинной группы )(NGA , действую-

щей в аффинном пространстве NA , удовлетворяют структурным урав-
нениям  

 ,ωωω,ωωω I
K

K
J

I
J

I
J

JI DD   (7) 

где D — символ внешнего дифференциала в пространстве NA . 
Утверждение 1. Деривационная формула (61) и структурные уравнения 

(71) в аффинном пространстве NA  являются 1-й формулой Акивиса и 1-й се-
рией уравнений Лаптева, а формулы (62) и уравнения (72) соответствуют 
особым случаям 2-й формулы Акивиса (3) и 2-й серии уравнений Лаптева (4).  

В аффинном пространстве NA  исследуем n-мерную гладкую по-
верхность nS . Произведем разбиение значений индексов: 

( , ); , 1, ; , 1, .I i i n n N         



Деривационные формулы Акивиса и структурные уравнения Лаптева 

 

27 27

Совместим вершину A  подвижного репера { , }IA e  с текущей точ-
кой поверхности nS , тогда из формул (61) получим уравнения стацио-

нарности точки A : .ω 0I  Из главных форм Iω  выберем n  независи-
мых форм iω  и выразим через них остальные главные формы αω : 

 .ωΛω αα i
i  (8) 

Получили пфаффовы уравнения поверхности nS . 
Запишем деривационную формулу (61) подробнее и подставим в 

нее уравнения (8): 

 ,Λ,ω α
αeeEEA iiii

i   (9) 

где 
nSd — символ обычного дифференцирования вдоль nS . 

Подставим уравнения (8) в часть структурных уравнений (71) для 
базисных форм :i  

 
,ωΛωΩ,Ωωω α

α i
j

i
j

i
j

i
j

jiD 
 

(10) 

где 
nSDD  — символ внешнего дифференцирования вдоль nS . 

Утверждение 2. Деривационная формула (91) и структурные уравнения 
(101) образуют 1-ю пару Акивиса — Лаптева для поверхности nS  в аффинном 
пространстве NA . 

 
4. Вторая пара Акивиса — Лаптева на поверхности 

 
Продолжая пфаффовы уравнения (8), получим 

 
,Λ,ωΛωΛ'Δ α

][
ααα 0 ij

j
ijii  

(11) 

где псевдотензорный [5, c. 46] дифференциальный оператор 'Δ  дейст-
вует следующим образом: 

.ΩΛωΛΛΛ'Δ αα
β

βαα j
ijiii   

Дифференциальные уравнения (111) можно представить в другом 
виде: 

 
,ωΛωωΛΛΔΛ αα

β
βαα j

iji
j

iji 
 

(12) 

где Δ — тензорный дифференциальный оператор:  

.ωΛωΛΛΔΛ αα
β

βαα j
ijiii   

Совокупность функций αΛi  называется фундаментальным объектом 1-
го порядка поверхности .nS  Из дифференциальных уравнений (12) следует 

Утверждение 3. Фундаментальный объект 1-го порядка αΛ i  поверхно-
сти nS  является квадратично-квазитензорным геометрическим объектом, 

который определяет базис iE  (92) n-мерной касательной плоскости nττ 1
 к 

поверхности nS  в точке A  и продолжения i
jΩ  (102) базисных форм iω . 
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С помощью деривационных формул (62) найдем дифференциалы 
векторов ,iE  являющихся направляющими для касательной плоскости 

:n  

.)ωωΛΛ(Ω α
αα

β
βα eeE iiij

j
ii   

Подставим выражения векторов ie  из равенств (92): 

.)ωΛ'(Ω α
αα eEE iij

j
ii   

Воспользуемся дифференциальными уравнениями (111): 

 
.Λ,ωΩ α

α eEEEE ijijij
j

j
j
ii 

 
(13) 

Формула (131) показывает инвариантность касательной плоскости 
].,[τ in EA  

В силу условия (112) векторы ijE симметричны. В общем случае их 

число равно ).( 1
2

12  nnnСn  Если это число меньше количества век-

торов αe : 

),()( 3
2

1
1

2

1
 nnNnNnn  

то существует соприкасающаяся плоскость  

].,τ,[ττ
)(

ijn
nn

EA
3

2

1
2  

С помощью формул (91), (131) найдем 2-й обычный дифференциал 
точки A  вдоль поверхности nS : 

,ωω)Ωωω( ij
ji

i
i
j

ji EEA 2  

откуда видно, что соприкасающаяся плоскость 2τ  касается поверхности 

nS в точке A  с точностью до 2-го порядка. 
Используя структурные уравнения (72) возьмем внешние диффе-

ренциалы форм i
jΩ : 

 
.ωωΛω)ωωΛΛ(ωωΩ α

α
α

αα
β

βα i
k

k
j

i
jjj

i
k

k
j

i
jD 

 
(14) 

Преобразуем 1-е слагаемое, внося в него формы i
jΩ  с помощью ра-

венств (102): 

.ωΛωΛωωΛωΛωΩΩωω α
α

β
β

α
α

α
α i

k
k

j
i
k

k
j

i
k

k
j

i
k

k
j

i
k

k
j   

Подставим эти выражения в формулу (14): 

.ω)ωωΛΛΔΛ(ΩΩΩ α
α

β
αβα i

j
k

kjj
i
k

k
j

i
jD   



Деривационные формулы Акивиса и структурные уравнения Лаптева 

 

29 29

Воспользуемся дифференциальными уравнениями (12): 

 
.ωΛΩ,ΩωΩΩΩ α

α i
jk

i
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
jD 

 
(15) 

Утверждение 4. Деривационные формулы (131) и структурные уравне-
ния (151) образуют 2-ю пару Акивиса — Лаптева для поверхности nS . 

При альтернации форм (152) по нижним индексам с учетом условия 
(112) имеем 

 
,Ω ][ 0i

jk  
(16) 

откуда следует 
Утверждение 5. Поверхность nS  в аффинном пространстве NA  явля-

ется голономным гладким многообразием 1-го порядка.  
 

5. Третья пара Акивиса — Лаптева на поверхности 
 

Продолжим дифференциальные уравнения (111): 

 
.Λ,ωΛΩΛΛ'Δ α

][
ααα 0 jki

k
ijk

k
ijkij  

(17) 

При альтернировании этих уравнений по индексам ,i j  c учетом 
условий симметрии (112), (16), получим 

 
.ΛωΛ α

][
α

][ 00  kij
k

kij  
(18) 

Из соотношений (172), (182) следует  
Утверждение 6. Компоненты αΛ ijk  фундаментального объекта 3-го по-

рядка { , , }i ij ijk
      поверхности nS  симметричны по всем нижним индексам.  

Продифференцируем обычным образом выражения (132) векторов 
ijE  c помощью деривационных формул (62): 

.ωΛ)ωΛΛ( α
α

α
α
β

βα
k

k
ijijijij eeE   

Используем дифференциальные уравнения (171):  

.ωΛ)ΩΛΩΛΩΛωΛ( α
α

α
αααα

k
k

ij
k
ijk

k
jik

k
ikj

k
ijkij eeE   

Раскроем скобки и воспользуемся обозначением (132): 

 
,ωΛΛΩΩΩω α

α
α

α
k

k
ijk

k
ijik

k
jkj

k
iijk

k
ij eeEEEE 

 
(19) 

 
.Λ α

α eE ijkijk   
(20) 

Обозначения (92), (152) позволяют преобразовать сумму последних 
двух слагаемых в формуле (19): 

 
.ωΩΩΩ ijk

k
k

k
ijik

k
jkj

k
iij EEEEE 

 
(21) 

Эта формула показывает инвариантность соприкасающейся плос-
кости 2τ  при фиксации точки nSA . 
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Из утверждения 6 в силу обозначения (20) следует, что векторы ijkE  

симметричны по всем индексам. В общем случае их число равно  

).( 23
6

2 223  nn
n

nCС nn  

Если это число в сумме с числом )( 1
2

n
n

 векторов ijE  меньше коли-

чества векторов αe : 

),()()( 116
6

1
2

23
6

22  nn
n

NnNn
n

nn
n

 

то существует )( 116
6

2  nn
n

 - мерная касательная плоскость 3-го по-

рядка 3 1 2[ , , , ],ijkA E     причем .τττ 321 A  

Замечание 2. Для поверхности nS  в аффинном пространстве NA  

существует последовательность касательных пространств высших по-

рядков 0( 1, )k k k  , причем ,τdim Nk 0  а касательное пространство 

)( 10 k -го порядка вырождается: .τ N
k A10  Если аффинное простран-

ство бесконечномерно, то последовательность касательных пространств 
поверхности  ASn  бесконечна, как на гладком многообразии nM .  

Найдем внешние дифференциалы форм .Ωi
jk  Дифференцируем их 

выражения (152) с помощью структурных уравнений (72): 

.ωωΛω)ωΛΛ(Ω α
α

α
α
β

βα i
l

l
jk

i
jkjk

i
jkD   

Используем дифференциальные уравнения (171): 

.ωωΛω)ΩΛΩΛΩΛωΛ(Ω α
α

α
αααα i

l
l

jk
il

jkl
l
kjl

l
jlk

l
jkl

i
jkD   

Раскроем скобки и воспользуемся обозначением (152): 

 ,ωωΛωΛΩΩΩΩΩΩωΩ α
α

α
α i

l
l

jk
i

l
l
jk

i
jl

l
k

i
lk

l
j

i
jkl

li
jkD   (22) 

 .ωΛΩ α
α i
jkl

i
jkl   (23) 

Добавим и вычтем слагаемое i
l

l
jk ΩΩ   в формуле (22): 

.ΩΩωωΛωΛΩ

ΩωΩΩΩΩΩΩΩ

α
α

α
α i

l
l
jk

i
l

l
jk

i
l

l
jk

i
jkl

ll
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jkD
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При раскрытии обозначений (102, 152) во 2-й строке слагаемые вза-
имно уничтожаются, поэтому 
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Утверждение 7. Деривационные формулы (21) и структурные уравне-
ния (24) составляют 3-ю пару Акивиса — Лаптева для поверхности nS . 

Из утверждения 6 с учетом обозначения (23) следует  
Утверждение 8. Поверхность nS  является голономным гладким много-

образием 2-го порядка. 
С помощью теоремы Поляковой [10] можно сформулировать 
Утверждение 9. Поверхность nS  в аффинном пространстве NA  явля-

ется голономным гладким многообразием любого порядка, т. е. просто голо-
номным многообразием. 
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