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оснащенных коллинеаций  n-мерных проективных пространств 

 
На n-параметрическом семействе n  оснащенных 

коллинеаций π n-мерных проективных пространств опре-
делены четыре квазитензора и исследованы определяемые 
ими геометрические образы в пространствах nP  и np . 
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1. Поля геометрических объектов 

на семействе Пn  оснащенных коллинеаций 
 

Определение 1.1. Семейством n  называется n-пара-

метрическое семейство коллинеаций : n nP p   n-мерных 
проективных пространств с заданными в них областями 

n nU P  и n nu p , однозначно определяемые парой соответ-

ствующих точек 0 nM U  и  0 0 nm M u   [3, с. 50]. 

Совмещая вершину 0A  репера  0 1, ,..., nA A A  пространства 

nP  с точкой 0M , а вершину 0a  репера  0 1, ,..., na a a  с точкой 

0m , получим в неоднородных координатах уравнение колли-

неации n  : 
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Из (1.1) следует, что формы Пфаффа 

 ,I  ,i  ,i
IM  0 0

def
i

I I J i IP M P     , (1.2) 

где символ    символ ковариантного дифференцирования, 
являются структурными формами коллинеации n  . 

Система уравнений Пфаффа семейства n  [3, с. 51—52] 
запишется в виде 

 ,i i I
I    ,i i J

I IJM M    .J
I IJP P    (1.3) 

  0 0 0 ,i i i i k k i i K
IJ J I I J I J I J k IJKM M M M M M            

 ,i i J
I IJ    0 0 0i K

IJ J I I J IJ i IJKP P P M P        . (1.4) 

Здесь и в дальнейшем величины   симметричны по всем 
нижним индексам, а величины M  и P  — по любой паре ниж-
них индексов, начиная со второго. 

При исследовании семейств n  были построены поля сле-
дующих геометрических объектов [3—5]: 

1) квазитензоры 
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 (1.5) 

где 

 ,K i
J i KJ 



   ,K i
J i KJM M M



  ,i i i
K K KS M    

а ,  ,  K K K
i i iM S
  

 — тензоры, взаимные соответственно к тензо-

рам ,  ,  i i i
K K KM S ; 

2) аффиноры 

 ,K K i
J i JB M



  ,k K k
i i Kb M



  ,K K i
J i JB M 
 

  
*
k K k
i i Kb M 



 , (1.6) 

следы которых являются абсолютными инвариантами семей-
ства n ; 

3) тензоры 

 ,K K KC M   , ,K
i K im C M



  .K
i K iC 



  (1.7) 
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Использование этих геометрических объектов дало воз-
можность получить ряд инвариантных геометрических образов 
(гиперплоскостей и гиперконусов) в пространствах nP  и np . 

 
2. Квазитензоры JU ,  JU , JV , JV  

 

Компьютерная программа автоматического поиска геомет-
рических объектов [1; 2] позволила обнаружить ряд квазитен-
зоров, выражающихся более сложными формулами, поиск ко-
торых без использования компьютеров требует вычислений, 
трудно осуществляемых в реальном времени. 

Рассмотрим системы величин: 

     1 1K i
J i J K K JU S M M n P n P



     ; (2.1) 

   
*

1i K
J J i K K JU S M M n P M



    ; (2.2) 

     1 1K i
J i J K K JV S M n P n P



      ; (2.3) 

   
*

1i K
J J i K K JV S M n P



      , (2.4) 

где i
JS



 — взаимный тензор к тензору K K K
i i iS M 

 

  . 
Дифференцируя системы (2.1) — (2.4), получим 

  0 0
0 1 ,K K

J K J J J JKdU U U n U          

  0 0
0 1 ,K K

J K J J J JKdU U U n U          

  0 0
0 1 ,K K

J K J J J JKdV V V n V          (2.5)

  0 0
0 1 .K K

J K J J J JKdV V V n V            

Из выражения (2.5) следует, что системы величин 

 ,  ,  F ,   J J J J J J J J J J J JD U V D U U V U F V V             (2.6) 

— ковариантные векторы. Следовательно, системы величин 

 ,  ,  ,   K K K K
i i K i i K i i K i i Kd D d D f T f T   

   

       (2.7) 

также являются ковариантными векторами. 
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3. Геометрические образы, определяемые 

квазитензорами (2.1) — (2.4) и тензорами (2.6), (2.7) 
 
Квазитензоры (2.1) — (2.4) определяют в пространстве nP  

четыре инвариантные гиперплоскости, не проходящие через 
точку 0A : 

  1 0,  1 0,  1 0,  1 0.J J J J
J J J JU X U X V X V X          (3.1) 

Используя обратную коллинеацию 

 1 : n np P   , (3.2) 

определяемую формулами 

 
1

J i
J i

J i
J i

M x
X

P M x






, (3.3) 

находим четыре инвариантные гиперплоскости в пространстве 

np , не проходящие через точку 0a : 

   1 0,J i
J J iU P M x



      1 0,J i
J J iU P M x



    (3.4) 

   1 0,J i
J J iV P M x



      1 0.J i
J J iV P M x



    (3.5) 

Ковариантные векторы (2.6), (2.7) определяют соответст-
венно в пространствах nP  и np  четыре инвариантные плоско-

сти, проходящие через точку 0A  и четыре инвариантные плос-

кости, проходящие через точку 0a : 

 0,  0,  0,  0,J J J J
J J J JD X D X F X F X      (3.6) 

 0,  0,  0,  0.i i i i
i i i id x d x f x f x      (3.7) 

Квазитензоры (2.1)—(2.4) индуцируют в nP  оснащения 

Бортолотти. 
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Используя тензор JC , получаем дважды ковариантные 

симметрические тензоры 

        , ,  ,  ;IJ IJ IJ IJI J I J I J I JA C D A C D B C F B C F        (3.8) 

        ,  ,  ,  ij ij ij iji j i j i j i ja c d a c d b c f b c f       (3.9) 

где K
i i Kc C



 . 
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N. Malakhovsky 

 

Quasitensors generated by n-parametric family of the framed collineations 
on the n-dimensional projective spaces 

 

Four quasitensors on the n-parametric family of the framed collinea-
tions of the n-dimensional projective spaces nP  and np  are found. On each 

of these spaces invariant hyperplanes and hyperquadrics generated by 
these quasitensors are investigated. 


