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Заметка о проблеме Грея 
 

Рассматривается проблема Грея о существовании 
собственного почти келерова многообразия. Доказано, 
что 6-мерное типа Риччи локально симметрическое по-
чти эрмитово подмногообразие алгебры октав не до-
пускает собственной почти келеровой структуры. 
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Среди выделенных Альфредом Греем и Луисом М. Хер-

веллой классов почти эрмитовых многообразий [1] более дру-
гих изучены так называемые малые классы. Это классы келе-
ровых, приближенно келеровых, почти келеровых, специаль-
ных эрмитовых и локально конформных келеровых многооб-
разий. Отметим, что класс почти келеровых (almost Kählerian, 
AK-) многообразий продолжает оставаться предметом интен-
сивных исследований и в настоящее время, уступая, быть мо-
жет, по популярности лишь классу приближенно келеровых 
многообразий. Этот факт обусловлен, среди прочего, тем, что 
с классом AK-многообразий связана одна из интереснейших 
задач эрмитовой геометрии — так называемая проблема Грея. 
Более пятидесяти лет тому назад Альфред Грей обратил вни-
мание на то, что не известно ни одного примера собственного 
(то есть отличного от келерова) 6-мерного почти келерова 
многообразия [2]. А. Грей предположил, что 6-мерное много-
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образие с отличной от келеровой почти келеровой структурой 
просто не существует. Однако ни указать пример 6-мерного 
собственного AK-многообразия и тем самым опровергнуть ги-
потезу, ни доказать предположение Грея до сих пор никому не 
удалось. 

Работы по геометрии AK-многообразий посвящены в ос-
новном 4-мерным многообразиям (напомним, что почти эрми-
това структура как частный вид почти комплексной структуры 
может быть реализована только на многообразиях четной раз-
мерности). Но время от времени появляются и результаты, так 
или иначе связанные с проблемой Грея. Например, один из ве-
дущих специалистов в области геометрии 4-мерных AK-мно-
гообразий, английский математик Джон Армстронг, 20 лет 
назад получил красивый результат, приближающий решение 
проблемы Грея. Он доказал, что собственная почти келерова 
структура не может быть индуцирована на 6-мерном многооб-
разии Эйнштейна [3]. Другие полученные к настоящему вре-
мени результаты в данном направлении имеют аналогичные 
формулировки: если 6-мерное многообразие обладает некото-
рыми дополнительными свойствами, то оно не допускает соб-
ственной почти келеровой структуры (не вдаваясь в детали, 
сошлемся на обзор [4]). В данной заметке мы приведем еще 
один результат такого же типа. 

 
Напомним основные определения. Почти эрмитовой (al-

most Hermitian, AH-) структурой на многообразии nM 2 назы-
вается упорядоченная пара   ,, gJ , где J — почти ком-

плексная структура, а  ,g  — риманова метрика на этом 

многообразии. При этом J и  ,g  должны быть согласова-

ны таким условием: 

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM  — модуль гладких векторных полей на рассмат-

риваемом многообразии nM 2 . Многообразие с заданной на 
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нем почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым 
(AH-) многообразием. С каждой AH-структурой   ,, gJ  на 

многообразии nM 2  связана 2-форма (ее называют фундамен-
тальной формой почти эрмитовой структуры), определяемая 
равенством 

)(,,,),( 2nMYXJYXYXF  . 

Почти эрмитова структура называется почти келеровой, 
если 0Fd  [1]. 

Пусть O6M  — общее 6-мерное подмногообразие ал-

гебры октав. Напомним, что точка 6Mp  называется специ-

альной, если 

 )()( 0
6 eLMTp , 

где )( 0eL  — ортогональное дополнение единицы алгебры 

октав. В противном случае точка p называется простой. Ясно, 

что совокупность всех простых точек 6M  представляет собой 

открытое подмногообразие 66
0 MM  , на котором канониче-

ски индуцируется распределение Z , порожденное ортого-
нальными проекциями вектора 0e  на касательное простран-

ство 6
0

6),( MpMTp  . Такое распределение Z , а также одно-

мерное пространство ),( 6MTZ pp 
6
0Mp , называют исклю-

чительными [4]. 
В работе [5] В. Ф. Кириченко ввел понятие 6-мерного под-

многообразия типа Риччи алгебры октав: подмногообразие 

O6M  называется подмногообразием типа Риччи, если кри-

визна Риччи в каждой точке 6
0Mp  в направлении исключи-

тельного пространства pZ  принимает минимальное значение. 
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В этой же работе получена полная классификация локально-

симметрических почти эрмитовых подмногообразий O6M  
типа Риччи: почти эрмитово локально-симметрическое под-

многообразие O6M  типа Риччи локально голоморфно изо-

метрично либо 3C  (тем самым являясь простейшим келеро-
вым многообразием) либо произведению келеровых многообра-

зий 2C  и ,1CH  скрученному (warped) вдоль 1CH  (здесь nC  — 

n -мерное комплексное евклидово пространство, 1CH  — ком-
плексное гиперболическое пространство). 

Воспользуемся записанной в А-репере первой группой 
структурных уравнений почти эрмитовой структуры на 6-мер-
ном типа Риччи локально симметрическом подмногообразии 
алгебры Кэли [6]: 

;11
1

1  d  

;1
1
11  d  

;
2

1 1
11

1





   Dd                  (1) 

.
2

1
1

11
1





   Dd  

Здесь и далее }{ k  — компоненты форм смещения, }{ k
j  — 

компоненты форм римановой связности. Условимся, что здесь 
и далее 3,2,  ; a, b, c, d, g, h = 1, 2, 3; 3ˆ  aa ; k, j = 1, 2, 3, 

4, 5, 6; a
a

ˆ  ; 123
abcabc   , abcabc

123   — компоненты тензора 

Кронекера третьего порядка; h
b

a
g

h
g

a
b

ah
bg   ; ;

ˆˆch

hc DD   

,, 7
ˆ

8
ˆˆ

78
jcjcjccjcjcj iTTDiTTD    где  kjT  — компоненты кон-

фигурационного тензора (в терминологии Грея) погружения 
подмногообразия O6M  [4]. 
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Сопоставим эти уравнения со структурными уравнениями 
почти келеровой структуры на 6-мерном подмногообразии ал-
гебры октав: 

;
2

1 ][
cb

c
h

bahba
b

a Dd    

;
2

1
][

cb
c

h
bahb

b
aa Dd    

 dc
acdb

c
b

a
c

a
b DTid  ˆ]

7
[                      (2) 

 d
cbdcabcdabcdadgch

ah
bg TTTTTTDD  )2

2

1
( 77

ˆˆ
7
ˆ

7
ˆ

8
ˆ

8
ˆˆˆ  

,]ˆ
7

ˆ[ˆ dcbcda
DTi    

где при этом 0)( ˆ chDtr . 

Сравнив (1) и (2), мы можем сделать вывод о том, что ло-
кально-симметрическое почти келерово подмногообразие 

O6M  типа Риччи описывается структурными уравнениями 
Картана келеровой структуры [4]: 

;ba
b

ad    

;b
b
aad    

.2 77
ˆˆ

g
hbgha

c
b

a
c

a
b TTd    

Отсюда мы заключаем, что имеет место следующая 
Теорема. 6-мерное типа Риччи локально симметрическое 

почти эрмитово подмногообразие алгебры октав не допуска-
ет собственной почти келеровой структуры. 

Этот результат вместе с полученным ранее другим резуль-
татом аналогичного вида [7], не являясь решением проблемы 
Грея, на наш взгляд, в той или иной степени приближает тот 
момент, когда эта проблема будет решена полностью. 
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We consider posed in 1960s Alfred Gray problem on the existence of 

a six-dimensional non-Kählerian almost Kählerian manifold. 
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We study six-dimensional almost Hermitian locally symmetric sub-
manifolds of Ricci type of Cayley algebra (the notion of such six-
dimensional submanifolds of the octave algebra was introduced by Vadim 
Feodorovich Kirichenko). 

Our main result is the following: it is proved that a six-dimensional 
almost Hermitian locally symmetric submanifold of Ricci type of Cayley 
algebra does not admit a non-Kählerian almost Kählerian structure. 

 
Keywords: Gray problem, almost Hermitian structure, almost Käh-
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