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О КРИВИЗНЕ 1-го ТИПА, ИНДУЦИРОВАННОЙ 
НА РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПЛОСКОСТЕЙ 
В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
В многомерном проективном пространстве рас-

смотрено распределение плоскостей. Построена кри-
визна 1-го типа групповой связности 1-го типа, инду-
цированной композиционным оснащением распределе-
ния плоскостей. 

 
В работе индексы принимают следующие значения: 

 .n,1m,...a;m,1,...i;n,1,...I +===  

1. В n-мерном проективном пространстве Pn продолжим 
исследование распределения NSn [1, 2] m-мерных центриро-
ванных плоскостей *

mP , которое определяется уравнениями 

,Ja
iJ

a
i ωΛ=ω  причем компоненты фундаментального объекта 

1-го порядка распределения удовлетворяют следующим диф-
ференциальным сравнениям по модулю базисных форм Iω : 
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a
iJ ωΛ+ωΛ−ωΛ−Λ=∆Λ≡ωδ−∆Λ  

Ранее было произведено [3; 4] композиционное оснащение 
распределения NSn, состоящее в задании на нем аналогов 
плоскостей Картана и нормалей 2-го рода Нордена 

 Сn-m-1: *
mP  ⊕ Cn-m-1 = Pn, Nm-1: А ⊕ Nm-1 = *

mP , 
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причем оснащающие плоскости определены совокупностями 
точек 

 Ba=Aa+ i
aλ Ai+ aλ A, Bi=Ai+ iλ A. 

Объект λ={ i
aλ , λa, λi} является оснащающим квазитензо-

ром, содержащим 3 подквазитензора i
aλ , { i

aλ , λa} и λi. Выра-
жения для дифференциалов точек Вa и В i имеют вид: 

 dBa=(…) b
a Bb+ Ji

aJt ω В i+( i
aIiaI tt λ− ) Iω A, 

 dBi=(…) j
i Bj+ a

J
i

a
J

a
iJ B)( ωλδ+Λ + J

iJt ω A, 

где компоненты тензора }t,t,t{t iJaI
i
aJ=  неспециальных сме-

щений [3] являются функциями от фундаментального объекта 
1-го порядка }{ a

iJ
1 Λ=Λ  распределения NSn, оснащающего 

квазитензора λ  и совокупности его пфаффовых производных 
},,{ iJaI

i
aJ λλλ=λ′ , т. е. ).,,(tt 1 λ′λΛ=  Тензор t содержит ряд 

простейших, простых и составных подтензоров, причем ра-
венство нулю тензора t геометрически означает неподвиж-
ность пары плоскостей ).P,C( 1n1mn −−−  

 

2. С распределением nNS  ассоциируется [2] главное 
расслоение ),NS(G n  базой которого служит само распре-
деление, а типовым слоем — подгруппа стационарности G 
центрированной плоскости *

mP . В этом расслоении спосо-
бом Г. Ф. Лаптева [4] задана групповая связность с помо-
щью формы ,~ K

KωΓ−ω=ω  причем }~,~,~,~,~{~
a

i
a

a
bi

i
j ωωωωω=ω . 

Компоненты объекта связности i i a
jk ja ij ia bi{ , , , , ,Γ = Γ Γ Γ Γ Γ , 

a i i
bc aj ab ai ab, , , , }Γ Γ Γ Γ Γ  удовлетворяют дифференциальным урав-

нениям [2], в частности: 
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 ,Ii
jkI

i
jk

i
jk ωΓ=ω+∆Γ  ,Ii

jaI
i
ja

k
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i
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i
ja ωΓ=ω+ωΓ−∆Γ  

 ,J
ijJijk

k
ijij ωΓ=ω+ωΓ+∆Γ ,J

iaJiaj
j

ia
j
aijia ωΓ=ω+ωΓ+ωΓ−∆Γ  (1) 

 ,Ja
biJ

a
bi

a
bi ωΓ=ω+∆Γ  Ia

bcI
a
bc

i
c

a
bi

a
bc ωΓ=ω+ωΓ−∆Γ . 

Объект групповой связности Г содержит ряд подобъектов 
[2]. Компоненты объекта кривизны ,...}R,R,R{R i

jab
i
jka

i
jkl=  

групповой связности Г выражаются [2] через компоненты объ-
екта Г и их пфаффовы производные, например: 

 ,R i
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k[j
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i
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i
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i
jka

i
jka ΓΓ−ΛΓ−Γ−Γ=  

причем альтернирование производится по крайним индек-
сам в квадратных скобках, поэтому .0R,0R i

)ab(j
i

)kl(j ==  

Объект кривизны R связности Г является тензором и содер-
жит ряд подтензоров, соответствующих подобъектам объек-
та связности Г. 

3. В работе [3] было доказано, что распределение nNS  и 
его композиционное оснащение индуцируют в расслоении 

)NS(G n  групповую связность 1-го типа 
01

Γ  с компонентами, 
определяемыми, в частности, по формулам 
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a
ijij

1
λλ−λΛ=Γ  

 i
a
b

j
b

a
ji

a
bi

0
λδ−λΛ−=Γ . 

Построим кривизну 1-го типа, порожденную групповой 
связностью 1-го типа, т. е. получим охваты компонент тензора 

кривизны 
01
R  объектом групповой связности 

01

Γ . Из выражений 

(2) 

(3) 
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(2), определяющих компоненты тензора кривизны R, видно, 
что для этого сначала нужно найти охваты пфаффовых произ-
водных объекта Г. Используя дифференциальные уравнения 
(1), выражения (3) и аналогичные им для компонент объекта 

связности 
01

Γ , найдем, что его пфаффовы производные охваты-
ваются следующим образом: 

 ,)( jl
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kkl
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jkl
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λδ−λδ−λΛ+λΛΛ+Λ=Γ  
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0

λδ−λδ−λΛ+λΛΛ+Λ=Γ   (4) 
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λλ+λλ+λλ−λλ−λδ−λΛ+λΛ=Γ  

Возвращаясь к формулам (2), задающим тензор кривизны 
R, видим, что для получения выражений охватов компонент 

тензора 
01
R  необходимо:  

1) найти альтернации соответствующих пфаффовых про-
изводных (4), учитывая симметрии компонент a

iJKΛ  фунда-

ментального объекта 2-го порядка },{ a
iJK

12 ΛΛ=Λ  распределе-
ния nNS  по двум последним индексам;  

2) вычислить свертки соответствующих компонент объек-

та 
01

Γ  и Λ , а также найти альтернированные произведения со-

ответствующих компонент объекта связности 
01

Γ .  
Таким образом, выражения охватов для компонент тензора 

кривизны 
01
R  имеют следующий вид: 
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]ab[]kb
k
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jab
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 ,...t)ttt(tR ]bd
a
c[]id

i
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i
]cd[i]cd[

a
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i
]bd

a
c[i

a
bcd

0

δ−λ−λ−δ−Λ−=  

Выражения охватов для остальных компонент тензора 
кривизны определяются по формулам, аналогичным (5), но 
имеют более громоздкий вид. Итак, мы построили кривизну  

1-го типа 
01
R , индуцированную композиционным оснащением 

распределения nNS . 
4. Из формул (5) видно, что в выражения охватов компо-

нент тензора кривизны 
01
R  входят компоненты тензора t неспе-

циальных смещений. Сформулируем несколько предложений, 
характеризующих обращение в нуль подтензоров тензора t. 

Предложение 1. Ограничение смещений нормали 2-го рода 
Нордена 1mN −  в гиперплоскости Бортолотти 

1m1mn1n NCP −−−− ⊕=  ( 0t iJ = ) дает упрощение выражений 

компонент тензора кривизны 
01
R , например: 
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Предложение 2. Ограничение смещений плоскости Кар-
тана до нормали 1-го рода Нордена ACN 1mnmn ⊕= −−−  

( 0t i
aJ = ) вызывает упрощение выражений компонент тензо-

ра кривизны 
01
R , в частности: 
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Предложение 3. Ограничение смещений плоскости Кар-
тана в гиперплоскости Бортолотти ( 0tt i

aIiaI =λ− ) вызыва-

ет упрощение выражений компонент тензора кривизны 
01
R , в 

частности: 
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Предложение 4. Ограничение смещений плоскости Кар-
тана в нормали 1-го рода Нордена и нормали 2-го рода Нор-
дена в гиперплоскости Бортолотти ( ,0t iJ = 0t i

aJ = ) влечет 

упрощение выражений компонент тензора кривизны 
01
R , на-

пример: 

 ,0R i
jkl
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=  ,tR ]ab[
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i
jab

0

δ−= ,0Ra
bij
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a
c[]cd[
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Предложение 5. Неподвижность плоскости Картана 
( 0t i

aJ = , 0t aI = ) вызывает упрощение выражений компонент 

тензора кривизны 
01
R , в частности: 

 ,ttR ]jl
i
k[]kl[

i
j

i
jkl

0

δ−δ−=  ,...ttR ]jb
i
a[]kb

k
a[

i
j

i
jab

0

λ+λδ−=  

Теорема. Неподвижность плоскости Картана и гиперп-
лоскости Бортолотти (t=0) влечет обращение в нуль тензора 

кривизны 1-го типа .0R
01
=  
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Замечание. В работе [5] введены обобщенные тождества 

Риччи для компонент объекта кривизны },{
010

ijk
i
jkl RR  цетропро-

ективной подсвязности },{
010

ij
i
jk ΓΓ  и показано, что они выполня-

ются в случае голономного распределения или при выполне-
нии условий 0t i

aj = , 0t ai = , характеризующих специальные 
поля плоскостей Картана. 
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ABOUT CURVATURE OF THE 1-ST TYPE INDUCED 

ON THE DISTRIBUTION OF PLANES 
IN THE PROJECTIVE SPACE 

 
In many-dimensional projective space the distribution of planes 

is considered. The curvature of the 1-st type of group connection of 
the 1-st type, induced by the composite clothing of distribution of 
planes is constructed. 




