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ОБЪЕКТ КРИВИЗНЫ ФУНДАМЕНТАЛЬНО-ГРУППОВОЙ 
СВЯЗНОСТИ 2-ГО ПОРЯДКА 

 
Объект кривизны 2-го порядка содержит объект кривизны фунда-

ментально-групповой связности, задаваемой в главном расслоении; объ-
ект кривизны аффинной связности над многообразием; компоненты  
2-го порядка. Выведены дифференциальные сравнения на компоненты 
объекта кривизны фундаментально-групповой связности 2-го порядка. 
Эти сравнения показывают, что объект кривизны образует геометри-
ческий объект лишь в совокупности c компонентами 2-го порядка объ-
екта связности. В общем случае объект кривизны фундаментально-
групповой связности 2-го порядка не образует тензор. 

 
The second-order curvature object contains the curvature object of the 

fundamental-group connection defined in the principal bundle; the curvature 
object of an affine connection over a manifold; second-order components. Dif-
ferential comparisons for the components of the object of curvature of the sec-
ond-order fundamental-group connection are made. These comparisons show 
that the curvature object forms a geometric object only in combination with 
components of the second-order connectivity object. In the general case, the 
object of curvature of the fundamental group connection of the second order 
does not form a tensor. 

 
Ключевые слова: структурные уравнения Лаптева, фундаментально-груп-

повая связность, объект кривизны 2-го порядка, полуголономное гладкое мно-
гообразие. 
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Рассмотрим главное расслоение )( nr MG , базой которого служит  

n-мерное гладкое многообразие nM , а типовом слоем является r-член-

ная группа Ли rG . Его структурные уравнения Лаптева имеют вид [1] 

     , , , , ... 1, ,ji i
jD i j k n  (1) 

     
           , , , , ... 1, ,i

iD С n n r  (2) 

где D — символ внешнего дифференциала; — знак внешнего умно-

жения; i — базисные линейные дифференциальные формы; αω — 

слоевые дифференциальные формы; j
iω — вторичные базисные фор-

мы; αωi — вторичные слоевые формы; α
βγС — структурные константы 

группы Ли rG , удовлетворяющие условиям антисимметрии по ниж-
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ним индексам 0α
)βγ(С , а также тождествам Якоби 0β

}δε
α
γ{β СС , где 

круглые скобки обозначают симметрирование, а фигурные — цикли-
рование. 

Для задания связности по Лаптеву в главном расслоении )( nr MG  

введем формы связности  

 i
iГ ωωΩ ααα  . (3) 

Дифференцируя формы (3) внешним образом с учетом (1, 2), получим 

 
.ωω,ωω

)ωωω(ωΩΩΩ

γα
βγ

α
β

γβα
βγ

αα
β

βααγβα
βγ

α

CГГС

ГГdГСD

ji
ji

ij
j
iji

i




 (4) 

Компоненты объекта фундаментально-групповой связности 
iГ  удо-

влетворяют дифференциальным уравнениям [1]: 

 j
ijii ГГ ωωΔ ααα  , (5) 

где тензорный дифференциальный оператор Δ  действует следующим 
образом: 

α
β

βααα ωωΔ i
j
ijii ГГdГГ  . 

Тогда уравнения (4) можно записать в виде 

 ,ωωΩΩΩ αγβα
βγ

α ji
ijRСD   (6) 

где 

 γβα
βγ

α
][

α
jiijij ГГСГR  , (7) 

а квадратные скобки обозначают альтернирование. Получили струк-

турные уравнения (6) для форм связности αΩ , включающие компонен-

ты объекта кривизны 
ijR , выражающиеся по формуле (7). 

Продолжим уравнения (1, 2), т. е., дифференцируя внешним обра-
зом и применяя обобщенную лемму Картана, получим: 

 
.ωωω,ωωωωωωω

;ωωω,ωωωωω
ααα

β
βαα 0

0




ji

ijij
j

ij
j
ii

kji
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
j

D

D
 (8) 

Продолжая уравнения (5) с учетом их самих, а также (1, 2, 8), получим 
дифференциальные сравнения 

).ω(modωωωΔ α
][

γβα
βγ][

αα
][

j
ijji

k
ijkij ГCГГ 0  

Тогда дифференциальные сравнения объекта кривизны фундамен-
тально-групповой связности 1-го порядка имеют следующий вид: 

 0 α
][][

αα ωωΔ ij
k
ijkij ГR . (9) 
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Утверждение 1. В случае полуголономности [4] гладкого многообразия 

nM  1-го порядка, когда 0k
ij][ω , сравнения (9) примут вид 0 α

][
α ωΔ ijijR . 

В случае слоевой полуголономности (см.: [4]) расслоения )( nr MG  1-го поряд-

ка, когда 0α
][ω ij , сравнения (9) примут вид 0 k

ijkij ГR ][
αα ωΔ . В обоих слу-

чаях объект кривизны α
ijR  фундаментально-групповой связности 1-го порядка 

не является тензором. В полуголономном случае, когда 0k
ij][ω , 0α

][ω ij , объ-

ект α
ijR  — тензор. 

Формы аффинной связности имеют вид [3] 

 ki
jk

i
j

i
j Г ωωΩ  . (10) 

Дифференцируя их внешним образом с учетом (81), получим  

).ωωωωω(ωΩΩΩ i
jk

ti
lt

l
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
j ГГГГГdГD   

Компоненты объекта аффинной связности i
jkГ  удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям [3]: 

 li
jkl

i
jk

i
jk ГГ ωωΔ  , (11) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует следующим 
образом: 

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk ГГГdГГ ωωωΔ  . 

Тогда уравнения (10) можно записать в виде 

)ωω(ωΩΩΩ ti
lt

l
jk

li
jkl

ki
k

k
j

i
j ГГГD  . 

Вынося общие базисные формы за скобки, получим: 

lki
tl

t
jk

i
jkl

i
k

k
j

i
j ГГГD ωω)(ΩΩΩ  . 

Альтернируя коэффициенты в последнем слагаемом, введем обозначение  

 ,,ωωΩΩΩ ][][
i
tl

t
kj

i
klj

i
jkl

lki
jkl

i
k

k
j

i
j ГГГRRD   (12) 

где альтернирование выполняется по крайним индексам в квадратных 
скобках. Получили структурные уравнения (121) для форм связности 

i
jΩ , включающие в себя компоненты объекта кривизны i

jklR , выража-

ющиеся по формулам (122). 
Продолжая уравнения (11) с учетом их самих, а также (1), получим 

дифференциальные сравнения (ср.: [3]) 

          [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0 (mod )ti t i i t i i l
j kl j k tl t k jl jt kl j klГ Г Г Г , (13) 
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где альтернирование выполняется по крайним индексам в квадратных 
скобках. Тогда дифференциальные сравнения объекта кривизны аф-
финной связности имеют следующий вид: 

0 i
klj

t
kl

i
jt

i
jkl ГR ][][ ωωΔ . 

Вместе с формами αΩ  и i
jΩ  рассмотрим формы  

 j
ijii L ωωΩ ααα  , (14) 

где α
ijL  — некоторые функции продолженных базисных и слоевых па-

раметров. Дифференцируя внешним образом формы (14), получим: 

.ωω)()ωωωΔ(ω

ΩΩΩΩΩ
γβα

βγ
αααγβα

βγ
α

γβα
βγ

αα

kj
kijlk

l
ijijk

k
ijijij

j

ij
j
ii

ГLCLГГГCL

CD




 

Связность в главном продолженном расслоении задается с помо-

щью поля объекта },,{ αα
ij

i
jki LГГГ 2 , компоненты которого удовлетво-

ряют уравнениям (5), (11) и следующим: 

 .ωωωωΔ αααβγα
βγ

α k
ijkijk

k
ijijij LГГCL   (15) 

Утверждение 2. Формы фундаментально-групповой связности 2-го по-
рядка    , ,i

j i  подчинены структурным уравнениям (6), (121) и следую-

щим уравнениям: 

      
          ,j j k

i i j i ijkD C K  (16) 

где компоненты 2-го порядка 
ijkK  объекта кривизны },,{ αα

ijk
i
jklij KRRR 2  вы-

ражаются по формуле 

 .γ
]

β
[

α
βγ

α
][

α
][

α
kjilk

l
jijkiijk ГLCLГLK   (17) 

Найдем дифференциальные сравнения для пфаффовых производ-

ных α
ijkL  объекта α

ijL . Для этого замкнем уравнения (15): 

.ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

ωωωωωωωωω

αβγα
βγ

βγα
βγ

α

αααγα
βγ

β

ααα
β

βαα

0





k
ijk

k
ikj

k
ijk

k
lk

l
ij

k
l

l
ijk

kl
jkil

kl
iklj

k
kij

kl
jilk

kl
iljk

k
ijk

kl
kijl

k
ijk

ГCГCГ

ГLLCL

LLLLdL

 

Вынося общие базисные формы kω  за скобки и собирая первые пять 

слагаемых под дифференциальный оператор αΔ ijkL , имеем 

.ω)ωωω

ωωωωωΔ(

αβγα
βγ

βγα
βγ

ααααγα
βγ

βα

0


k

ijkikjijk

lk
l
ijl

l
ijk

l
jkil

l
ikljkijijk

ГCГC

ГГLLCLL
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Разрешая эти уравнения по лемме Картана и альтернируя по индексам 
j  и k , получим следующие сравнения: 

 
).ω(modωωω

ωωωωωΔ

α
][

β
]

γ
[

α
βγ

βγ
][

α
βγ

α
][

α
][][

α
]

α
[

γ
]

α
βγ

β
[

α
][

k
jkiikjijk

lk
l

jil
l

jki
l
jkil

l
ikjlkjijki

ГCГC

ГГLLCLL

0


 (18) 

Теперь найдем результат действия дифференциального оператора 

на компоненты α
ijkK  объекта кривизны 2R  фундаментально-групповой 

связности 2-го порядка. Для этого запишем дифференциальные срав-
нения для свернутых произведений, входящих в формулу (17), и 
проальтернируем их по индексам j  и k :  

 
.ωωωωΔ

,ωωωωΔ
γ

]
β
[

α
βγ

β
]

γ
[

α
βγ

δγ
]

ε
[

β
δε

α
βγ

βγ
][

α
βγ

γ
]

β
[

α
βγ

α
][

βγ
][

α
βγ

α
][]

α
[

α
][

kjiijkikjlk
l

jikji

lk
l

jilk
l

jim
m
lk

l
ji

l
ijkllk

l
ji

LCГCГГCCГГCГLC

ГГГCГГLLГ




 (19) 

Применяя дифференциальный оператор   к обеим частям равенства 
(17), а также учитывая (18) и (19), получим 

 .ωωωωωΔ α
][

δγ
]

ε
[

β
δε

α
βγ

βγ
][

α
βγ

α
][

αα
jkiikjijkl

l
ijk

l
jkilijk ГГCCГCRLK   (20) 

Выражая из уравнений (7) компоненты γ
][ jkГ  через компоненты кривиз-

ны γ
jkR  и подставляя в (20), получим  

 ,ωωωωΔ α
][

βγα
βγ

α
][

αα
jkiijkl

l
ijk

l
jkilijk RCRLK   (21) 

В случае полуголономного главного расслоения )( nr MG  2-го порядка 

( 00  α
][][ ω,ω jki

i
jk ) дифференциальные сравнения (21) для компонент 


ijkK  объекта кривизны связности 2-го порядка примут вид  

 βγα
βγ

αα ωωΔ ijkl
l
ijkijk RCRK  . (22) 

 
Выводы 

 
1. Фундаментально-групповая связность 2-го порядка задается в про-

долженном главном расслоении )( nMG2  со структурными уравнениями 

(1, 2, 8) с помощью поля объекта },,{ αα
ij

i
jki LГГГ 2 , компоненты которого 

удовлетворяют дифференциальным уравнениям (5, 11, 15). Объект α
ijL  

определяет формы связности αΩi  (14), удовлетворяющие структурным 

уравнениям (16), в которые входят компоненты α
ijkK  (17) объекта кривиз-

ны фундаментально-групповой связности 2-го порядка 2Г .  
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2. Объект кривизны 2-го порядка },,{ αα
ijk

i
jklij KRRR 2  содержит: 

а) объект кривизны α
ijR  фундаментально-групповой связности, за-

даваемой в главном расслоении )( nr MG ; 

б) объект кривизны i
jklR  аффинной связности над многообразием ;nM  

в) компоненты 2-го порядка α
ijkK .  

3. Объект кривизны 2R  образует геометрический объект лишь в со-
вокупности c компонентами 2-го порядка α

ijL  объекта связности 2-го 

порядка 2Г . В общем случае объект кривизны 2R  фундаментально-
групповой связности 2-го порядка не образует тензор (см.: [2; 3]). 
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