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КВАДРАТИЧНОЕ ГИПЕРПОЛОСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
В ПРОЕКТИВНО-МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Выведены дифференциальные уравнения квадра-

тичного гиперполосного распределения m-мерных ли-
нейных элементов в n-мерном проективно-метрическом 
пространстве. 

 
На протяжении всего изложения индексы принимают сле-

дующие значения: 
 ;,0,, nLKI =  ;,1,, nLKI =  
 ;,1,,,, mtskji =  ;1,1,,, −+= nmxwvu  .1,1, −= nba  

Рассмотрим n-мерное проективное пространство Рn; дери-
вационные формулы проективного репера }{ IR Α=  и струк-
турные уравнения проективного пространства имеют соответ-
ственно вид [7]: 

 ,K
K
IId Α=Α ω  (1) 

 .0, =∧= L
L

K
L

L
I

K
ID ωωωω  (2) 

Согласно монографии [2], пространством Кn с проектив-
ной метрикой, или, что то же самое, проективно-метрическим 
пространством [1], называется проективное пространство Рn, в 
котором задана неподвижная гиперквадрика 2

1−nQ  (абсолют). 
Уравнение абсолюта 2

1−nQ  имеет вид: 

 [ ] ,0,0 == KI
KI

KI gxxg  (3) 
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причем условие его неподвижности определяется уравнени-
ями [1]: 

 .KI
L
IKL

L
KLIKI gggdg θωω =−−  (4) 

В пространстве Кn рассмотрим гиперполосное распределе-
ние [4] H m-мерных линейных элементов ( 1−< nm ). Центр А 
элемента лежит на абсолюте 2

1−nQ , а текущий элемент )(1 An−π  
оснащающего распределения совпадает с касательной гиперп-
лоскостью ( )ATn 1−  к 2

1−nQ  в точке А. Такое гиперполосное рас-
пределение H назовем квадратичным. 

Известно [4], что дифференциальные уравнения гиперпо-
лосного распределения m-мерных линейных элементов в ре-
пере нулевого порядка (т. е. 0AA ≡ , iA ) принадлежат текущей 
плоскости ( )AT)A( nm 1−⊂π  базисного распределения и 

)A(TA nv 1−∈  имеют вид: 

 .,, Kn
vK

n
v

Kv
iK

v
i

Kn
iK

n
i 000 ωΑωωΛωωΛω ===  (5) 

В выбранном репере справедливы равенства: 
 .00000 === vi ggg  (6) 

Предполагая, что абсолют (5) невырожден, в силу (6) имеем 

 ( ) .02
0 ≠⋅

uvuj

ivij
n gg

gg
g  (7) 

За счет нормировки коэффициентов гиперквадрики можно до-
биться, чтобы 
 .10 =ng  (8) 

Из дифференциального уравнения (4) для 000 =g  с учетом 
(7) находим 
 .00 =nω  (9) 

Согласно (5), (9), квадратичное распределение H в репере 
нулевого порядка определяется системой дифференциальных 
уравнений 
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 .,, an
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n
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i 000 ωΑωωΛωωΛω ===  (10) 

Из дифференциальных уравнений (4), для ivg  с использо-
ванием (9), (10) находим 

 ( ) ;0
an

ianv
u
iauv

n
vainiv

j
vijiv ggAgggg ωθω Λ+Λ++=−∇  (11) 

последние уравнения говорят о том, что в предположении не-
вырожденности тензора ijg , согласно лемме Н. М. Остиану 
[3], возможна частичная канонизация репера, при которой 
 .0=ivg  (12) 
Геометрическая характеристика последней канонизации репе-
ра заключается в том, что его вершины vA  располагаются в 
плоскости ][ 01 vmn AA≡−−π , полярно сопряженной с плоскостью 

][ 0 im AA≡π  относительно абсолюта (3). Полученный репер на-
зовем репером первого порядка. 

Отметим, что в силу (7), (12) тензоры ijg , uvg  являются не-
вырожденными: 

 .,,0,0 u
vwv

uwi
jkj

ik
uv

def
ij

def gggggAg δδ ==≠=≠=Λ  (13) 

Из дифференциальных уравнений (4) равенств (6), (8) с 
учетом (9), (12) находим 

 ,0,, ==Λ−=−=Λ n
vi

n
ivuv

n
uvij

n
ij AgAg  (14 а) 

 ( ) .0
0
0

a
na

n
n g ωωωθ ++−=  (14 б) 

Заметим, что: 
а) в силу 0=Λn

iv  квадратичное распределение H является 
взаимным [4]; 

б) в силу 0=n
viA  плоскость ( ) ][ 001 vmn AAA ≡−−π  есть харак-

теристика касательной гиперплоскости ( )01 ATn−  к абсолюту 
2

1−nQ  в точке 2
10 −∈ nQA , причем распределение характеристик 

является взаимным; 
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в) в силу 0,0 ≠≠Λ n
uv

n
ij A  (см. (13), (14 а)) распределение H 

и распределение характеристик являются регулярными. 
Из уравнений (11) с учетом (12), (14 а) имеем 

 ,0
ai

va
i
v N ωω =  (15) 

где 
  ( ) ( ), .i is u n i is n u

vj vu sj nv sj vw sn vw vu swN g g g N g g A g= − Λ + Λ = − + Λ   (16) 

Из соотношений (16) следует, что для квадратичного рас-
пределения H в Кn функции i

vaN  определены в первой диффе-
ренциальной окрестности (в отличие от общего гиперполосно-
го распределения H в Pn [4], для которого функции i

vKN  отно-
сятся ко второй дифференциальной окрестности). 

В выбранном репере первого порядка: 
1) в силу соотношений (3), (6), (8), (12) уравнение абсолю-

та 2
1−nQ  имеет вид: 

 ( ) ++++ ni
in

n
nn

vu
uv

ji
ij xxgxgxxgxxg 2

2
 

 ;022 0 =++ nnu
un xxxxg  (17) 

2) в силу соотношений (14 а), (15) уравнения (10) квадра-
тичного распределения H запишутся в виде: 

 .,,, 0000
ai

va
i
v

u
vu

n
v

av
ia

v
i

j
ij

n
i Ngg ωωωωωωωω =−=Λ=−=  (18) 

Из соотношений (16) находим: 

 [ ] ,00 ][ =⇔=Λ sj
s

iv
v
ij gN  (19 а) 

 [ ] .00 ][ =Λ⇔= wv
w

us
s
uv gN  (19 б) 

Отметим, что (19 а) есть условие голономности [4] базисного 
распределения m-мерных линейных элементов, а (19 б) — ус-
ловие голономности распределения характеристик 1−−mnπ . 

Коэффициенты IKg  уравнения абсолюта (17) в силу (4), 
(8), (14), (18) удовлетворяют дифференциальным уравнениям 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 128 

 ( ) ,00)(
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nijij gggggg ωωωω −−=++∇  (201) 

 ( ) ,00)(
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nwuv
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nuvuv gggggg ωωωω −−=++∇  (202) 

  ( ) ( ) =++−−+ 00
0 2 n

w
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k
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n
nnnnn gggdg ωωωωω ,0

a
nann gg ω−  (203) 

 =−−−+ 00
0 i
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inknini gggdg ωωωω  

 ,0
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w
inw
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nani gggg ωωω ++−=  (204) 

 =−−−+ 00
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w
nvw

w
vnwnvnv gggdg ωωωω  

 .0
n
vnn

k
vnk

a
nanv gggg ωωω ++−=  (205) 

Продолжая уравнения (18), получим (201), (202) и 
 ,0

0
0

av
ija

v
nij

v
ij

v
ij g ωωω Λ=−Λ+Λ∇  

 ,0
00

0
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iuai
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iu ωωδω Λ=−Λ+Λ∇  

 ,0
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0
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i
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i
vj NNN ωωδω =−+∇  (21) 
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vu NgNN ωωω =−+∇  

где 
 ,, ][][][][
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 ,s
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iuj
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 ,, ][][][][
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i
vju NNNNN −Λ=−  

В соотношениях (13) функции ,,,, Agg uvij Λ  а также 

Adef
⋅= ΛΦ  в силу (201), (202) удовлетворяют следующим диф-

ференциальным уравнениям: 
 ( ) ,)
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 [ ] ,)2()2(ln 00

w
nw

k
nk

w
w

k
k mggmmmd ωωωω ++−=−+−Λ  
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(23) 

(24) 
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Построенные поля фундаментальных и охваченных гео-
метрических объектов на подмногообразии H найдут сущест-
венные применения в последующих работах автора при разра-
ботке двойственной полярной теории квадратичного гиперпо-
лосного распределения в проективно-метрическом простран-
стве Кn. В заключение отметим следующее: абсолют 2

1−nQ  
пространства Кn имеет соприкосновение до 3-го порядка 
включительно как с исходным квадратичным распределением 
H, так и с распределением его характеристик. 
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QUADRATIC HYPERSTRIP DISTRIBUTION 
IN THE PROJECTIVE METRIC SPACE 

 
The differential equations of quadratic hyperstrip distribution 

are deduced in the projective metric space. 




