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Грассманоподобное многообразие центрированных плоскостей,  
когда центр описывает поверхность 

 
Продолжается исследование грассманоподобного 

многообразия  * ,Gr m n  центрированных m -плоско-

стей. Рассматривается частный случай, когда центр А 

описывает  n m -мерную поверхность .n mS  Будем 

обозначать данное многообразие  
0 *

, .Gr m n  Осу-

ществлен аналог сильной нормализации Нордена мно-

гообразия  
0 *

, .Gr m n  Доказано, что эта нормализация 

индуцирует связность в расслоении, ассоциированном с 

многообразием  
0 *

, .Gr m n  Дана геометрическая харак-

теристика данной связности с помощью параллельных 
перенесений. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, грассманоподобное 

многообразие, поверхность, связность, параллельные перенесения. 
 
Метод внешних форм Э. Картана [1; 23] в локальной диф-

ференциальной геометрии и теоретико-групповой метод 
Г. Ф. Лаптева используются многими геометрами (см., напр., 

                                                 
Поступила в редакцию 10.05.2021 г. 
© Белова О. О., 2021 

 

https://orcid.org/0000-0002-1300-9587


О. О. Белова 

31 

[2; 3; 5; 7; 14; 19]), а также в физических теориях [17]. 
В настоящей работе данные методы применяются для иссле-
дования грассманоподобного многообразия центрированных 
плоскостей [15], когда центр описывает поверхность. 

Грассманоподобное многообразие тесно связано с таким 
широко известным и популярным многообразием, как много-
образие Грассмана [9; 12; 13; 16; 18; 20]. Многообразие Грас-
смана ( , )Gr m n  является примером однородного пространства 

и формирует важный фундаментальный класс проективных 
многообразий, причем проективное пространство само можно 
представить как многообразие Грассмана (1, 1)Gr n  . 

Отнесем n -мерное проективное пространство nP  к по-

движному реперу  , iA A  ( , ... 1, ...,i n ), инфинитезимальные 

перемещения которого определяются формулами 

  i
idA A A  ,   j

i i i j idA A A A   ,              (1) 

причем формы Пфаффа i , i , i
j  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы ( )GP n : 

, ,

.

i j i j
j i i j

i k i i k i
j j k j k j

D D

D

     

       

   

     
                    (2) 

В пространстве nP  рассмотрим грассманоподобное много-

образие *( , )Gr m n  центрированных m-мерных плоскостей *
mP . 

Помещаем вершины A, Aа на плоскость 
*

mP  и фиксируем центр 

А (здесь и в дальнейшем индексы принимают значения 
, , ... 1, ...,a b m ; , , ... 1, ..., m n  ). Из формул (1) очевид-

ны уравнения стационарности плоскости *
mP  

0 , 0a
 , 0a , 
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поэтому данные формы являются главными. Выбираем формы 
 , a

  в качестве независимых, а остальные главные формы 
a  представляем линейными комбинациями базисных форм 
 , a

  

 a a ab
b

 
      .                             (3) 

Уравнения (3) являются уравнениями грассманоподобного 
многообразия *( , )Gr m n  центрированных плоскостей [15]. 

Компоненты фундаментального объекта  , a ab
     удов-

летворяют дифференциальным сравнениям по модулю базис-
ных форм  , a

  

0   a ab a
b      , 0 ab

 . 

Из последних сравнений видно, что компоненты ab
  фун-

даментального объекта   образуют тензор, поэтому можно 
приравнять их нулю, то есть из уравнений (3) получим 

a a 
   ,                                      (4) 

следовательно, центр A  описывает ( )n m -мерную поверх-

ность n mS . Будем рассматривать данный случай и использо-
вать обозначение для соответствующего многообразия 

 
0 *

,Gr m n , то есть  
0 *

,Gr m n  — это грассманоподобное мно-

гообразие центрированных плоскостей, когда центр описывает 
поверхность n mS . 

При указанной специализации подвижного репера струк-
турные уравнения (2) принимают вид (ср. [15]): 

a
aD     

          , 

 b b
a a a abD     

             , 

a c a a ac
b b c b c bD  

             , 
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a
aD       

               , 

 a b a a a
b bD   

                , 

b
a a b aD 

        , a
aD 

           , 

где 
a a c a a
b b c b b             , ac c a

b b     , 

a
a

   
                , 

a a 
     , a a

     . 

Над многообразием  
0 *

,Gr m n  возникает главное расслое-

ние 
0 *

G Gr
 
 
 

, типовым слоем которого является подгруппа G  

стационарности центрированной плоскости *
mP . Главное рас-

слоение 
0 *

G Gr
 
 
 

 содержит следующие фактор-расслоения: 

плоскостных линейных реперов, нормальных линейных репе-
ров, аффинное фактор-расслоение, типовым слоем которого 
служит аффинная факторгруппа группы G , расслоение коаф-
финных реперов. 

В главном расслоении 
0 *

G Gr
 
 
 

 зададим фундаментально-

групповую связность способом Лаптева — Лумисте [6; 11]: 

a a a ac
b b b b cL 

        , a
aL     

          , 

a a a ab
bL 

          , b
a a a a bL  

        , 

a
aL  

          . 
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Согласно теореме Картана — Лаптева, связность в ассоци-

ированном расслоении 
0 *

G Gr
 
 
 

 определяется с помощью поля 

объекта связности 

{ , , , , , , , , , }a ac a a ab b a
b b a aL L L L L 
                

на базе  
0 *

,Gr m n  следующими дифференциальными сравне-

ниями: 

0a ac a
b b c bL       , 0ac ac

b bL     , 

0a
aL  

       , 0a aL 
    , 

( ) 0a ab a a b a
b b bL  

                 , 

( ) 0ab a b ab c
c cL L L 

         , ( ) 0b b
a a a bL         , 

0b cb b
a a c aL        ,                          (5) 

( ) 0a a a
a aL L 

                , 

0a ba a b a
b bL L            , 

Осуществим аналог сильной нормализации Нордена [8; 10] 
данного многообразия полями следующих геометрических 
образов: ( 1n m  )-плоскостью 1n mC   , не имеющей общих то-

чек с плоскостью *
mP , и ( 1m  )-плоскостью 1,mN  принадлеж-

щей плоскости *
mP  и не проходящей через ее центр. Плоскость 

1n mC    зададим совокупностью точек a
aB A A A       , а 

плоскость 1mN   — точками a a aB A A  . 
Теорема 1. Аналог сильной нормализации Нордена много-

образия  
0 *

,Gr m n  позволяет задать связность в ассоцииро-

ванном расслоении. 
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Доказательство. Находя дифференциалы базисных точек 
оснащающих плоскостей и требуя относительную инвариант-
ность оснащающих плоскостей, получим 

0a a
     , 0a

a         , 0a a    .        (6) 

Данное оснащение, задаваемое полем квазитензора 

 , ,a
a      на многообразии  

0 *
,Gr m n , позволяет охва-

тить компоненты объекта связности  : 

a a a a c
b b b b c              , 

ac c a
b bL    , 

a
a

   
                 , a aL 

     , 

a a a b
b            , ab a bL     ,                (7) 

b
a a bL     , b b

a a    , 

a b a
a a bL                  , a a

      , 

где a a a
      . Функции (7) в силу сравнений (4) и (6) удо-

влетворяют сравнениям (5). 
Данную связность можно охарактеризовать геометрически 

с помощью параллельных перенесений (см.: [4; 21; 22]). 
Теорема 2 (о параллельных перенесениях оснащающей 

плоскости). Справедливы следующие утверждения: 
1. Оснащающую плоскость 1n mС    в групповой связности 

0

  переносить параллельно нельзя (нуль обозначает охвачен-
ный объект групповой связности). 

2. Плоскость 1n mС    переносится параллельно в связности, 

определяемой подобъектом 
0 0 0 0 0 0 0

2 { , , , , , }
aa a abab

cb L L L
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объекта связности 
0

 , тогда и только тогда, когда она сме-
щается в плоскости 1[ , ]n m n mP С A   , являющейся аналогом 

нормали 1-го рода Нордена [8]. 
3. Плоскость 1n mС    переносится параллельно в линейной 

комбинации связности 
0

  тогда и только тогда, когда она 
смещается в гиперплоскости 1 1 1n m n mP N C     . 

Доказательство следует из следующих соотношений: 


0

dB B B
     ,                               (8) 

0 0 0

(...) ( )a a
a adB B B A

              ,            (9) 

где  a
a        . 

Равенство (8) получается при приравнивании к нулю ком-

понент ковариантных дифференциалов 
0

0a
  , 

0

0   в 

выражениях дифференциалов и означает, что плоскость 1n mС    
остается на месте. 

Дифференциалы точек B  примут вид (9), если учесть в 
них охваты (7). Полученное равенство показывает, что обра-

щение в нуль ковариантного дифференциала 
0

a
  характери-

зует параллельный перенос плоскости 1n mС    в связности, оп-

ределяемой подобъектом 
0

2  объекта связности 
0

 , при кото-

ром плоскость 1n mС    смещается в плоскости n mP  . 
Из выражений (9) также следует, что обращение в нуль 

линейной комбинации ковариантных дифференциалов 
0 0 0

a
a          характеризует параллельный перенос 

плоскости 1n mС    в линейной комбинации связности, при ко-

тором плоскость 1n mС    смещается в гиперплоскости 1nP  . 
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We continue to study of the Grassmann-like manifold  * ,Gr m n  of 

m -centered planes. A special case is considered when the center A  de-
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scribes an  n m -dimensional surface n mS . We will denote this mani-

fold by  
0 *

,Gr m n . An analogue of the strong Norden normalization of 

the manifold  
0 *

,Gr m n  is realized. It is proved that this normalization 

induces a connection in the bundle associated with the manifold 

 
0 *

,Gr m n . A geometric characteristic of this connection is given with 

the help of parallel displacements. 
In our research we use the Cartan method of external forms and the 

group-theoretical method of Laptev. These methods are used by many 
geometers and physicists. 

The Grassmann-like manifold is closely related to such a well-known 
and popular manifold as the Grassmann manifold. The Grassmann mani-
fold is an example of a homogeneous space and forms an important fun-
damental class of projective manifolds, and the projective space itself can 
be represented as a Grassmann manifold. 

 
Keywords: projective space, the Grassmann-like manifold, surface, 

connection, parallel displacements. 
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