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Differentiable mapping f: Pm→R(Q) of projective space Pm into manifold 

hyperquadrix R(Q) of projective space Pn is studied. Affine connection γ, which 
is analog of Vranceanu's connection of point correspondence, is found. Some 
properties of the connection γ are investigated. The connections between charac-
teristic directions of the mapping f and focal manifolds of hyperquadrix family 
on the one hand and the properties of geodesic for the connection γ are found. 
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ОБ АФФИННЫХ СИММЕТРИЯХ 
КВАЗИГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ПОТОКОВ 

 
 
На базе результатов [1] и метода пульверизационного моделирования [2,3] получен 

ряд теорем об аффинной подвижности квазигеодезических потоков (КП), стандартная 
связность которых является аффинной. 

1. Произвольный КП f ≡  (М,f) – это поток обыкновенного дифферен-
циального уравнения 2-го порядка на многообразии М конечной размерно-
сти m, который локально представляется своим координатным выражени-
ем 

 d 2 x i /dt 2 = f i (x j , t , dx j /dt), 1≤ i,j≤m. 
Автономный квазигеодезический поток f – пульверизация, если функ-

ции f i  являются однородными 2-ой степени по производным dx j /dt. 
Пусть D≡ ( М , D) и f ≡ (M, f) – два КП. Субмерсия Ф: М →М называ-

ется гомоморфизмом квазигеодезического потока D в квазигеодезический 
поток f, если она переводит траектории потока D в траектории потока f. 

Гомоморфизм Ф: (М ,D) → (M,f) называется пульверизационным моде-
лированием, а четверка ((М ,D), Ф, М) – пульверизационной моделью КП 
(М,f), если D – пульверизация. Диффеоморфизм Ф: M =М×R→ N =N×R 
называется точечным изоморфизмом КП (М,f), в КП (N,h), если он перево-
дит интегральные кривые потока f в интегральные кривые потока h. 

Как показано в работе [ ]3 , для произвольного КП (М,f) можно постро-
ить пульверизационную модель(( М ,D), Ф, М), тотальное пространство ко-
торой есть пространство событий М=М×R КП f, a моделирующая КП f 
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стандартная обобщенная связность Г обладает свойством: её геодезиче-
ские линии совпадают с интегральными кривыми КП f. Гомоморфизм Ф 
здесь является естественной проекцией Ф= Рr:М=M×R→M: (x,t)→x. При 
этом точечный изоморфизм КП отождествляется с (аффинным или проек-
тивным) геодезическим отображением соответствующих моделирующих 
связностей. 

Векторное поле Х на М, порождающее однопараметрическую группу 
проективных или аффинных движений КП (М,f), будем называть инфини-
тезимальной проективной или аффинной точечной симметрией этого по-
тока. 

2. Пульверизационное моделирование и результаты И.П. Егорова о 
размерностях групп движений пространств аффинной связности приводят 
к ряду теорем о КП, для которых стандартная связность является аффин-
ной. 

Ниже эквиаффинность стандартной связности означает симметрич-
ность сокращенного тензора кривизны R αβ  этой связности, а под аффин-
ными симметриями понимаются точечные аффинные инфинитезимальные 
симметрии. 

Теорема 1. Если стандартная связность КП (М,f) – эквиаффинная, то 
максимальная размерность алгебры Ли аффинных симметрий КП (М,f) 
равна r = m 2  + m(3 – k) + (k 2 - 3k + 4)/2, где m = dim M, k – ранг R αβ . 

Теорема 2. Если стандартная связность КП (М,f) не является эквиа-
ффинной, то максимальная размерность алгебры Ли аффинных симмет-
рий этого КП не превосходит числа m 2 + m + 3 (m = dim М).  

Теорема 3. Любой максимально подвижный КП (М,f), стандартная 
связность которого не является эквиаффинной, локально проективно изо-
морфен тривиальному КП, т.е. геодезическому потоку евклидова про-
странства. 

Теорема 4. Если квазигеодезический поток (М,f) не является проек-
тивно эквивалентным тривиальному и =m dimM 3≥ , то максимальная 
размерность его алгебры Ли аффинных симметрий равна r = m 2 + 4. Та-
кой алгеброй является алгебра с базисом 

 1∂ , 2∂ , 3∂ , … , n∂ , x 2
1∂ , x 3

1∂ , 2∂  – x 2 x 3
1∂ , 

 x 2
2∂  + 2x1

1∂ , x 2
3∂  (x 2 ) 3

1∂ /3, x 3
3∂  + x1

1∂ , 
 x i

1∂ , x 2
j∂ , x 3

j∂ , х i
j∂  ( i,j = 4,5, …, m + 1), 

где ∂ i  = ∂ /∂ x i . Эту алгебру допускает, например, следующий поток:  

 1х = -2x 2 х 2 3х , iх = 0, 2 ≤≤ i  m. 
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Формулировка первого утверждения этой теоремы приведена в [ ]4 . 
Теорема 5. Если квазигеодезический поток (М,f) не является проек-

тивно эквивалентным тривиальному и составляющие R ββγ
α  тензора кри-

визны моделирующей связности Г  потока равны нулю, то максимальная 
размерность его алгебры Ли аффинных симметрий равна r = m 2 - m + 6. 
Такой алгеброй является алгебра с базисом 

 1∂ , 2х 1∂ , 3х 1∂ , 1
4х ∂ , ∂ 43

2 хх2− 1∂ , 2
2х ∂ + 1

1х ∂ , 
 −∂2

3х  1
423 х)х( ∂ , 3∂ , 1

1
3

3 хх ∂+∂ , 1
224

3
2 )х(хх ∂−∂  

 1
32

4 хх ∂−∂ , 1
14 хх

4
∂+∂ , s∂ , kх s∂  ( =k 1,2,…, n; s=5,6,… n ). 

Эту алгебру допускает, например, следующий поток: 

 ),ххх2ххх(2х 4323241  +−=  ,0хi =  при 2 ≤≤ i .m  

3. Дальнейшие результаты посвящены аффинным симметриям полных 
квазигеодезических потоков. Квазигеодезический поток )f,М(  называется 
полным, если каждая его максимальная траектория определена на всей 
числовой прямой R . 

Теорема 6. Квазигеодезический поток )f,M( является полным тогда и 
только тогда, когда его стандартная связность Г  в пространстве со-
бытий М  является полной. 

Доказательство. Пусть ))(t),(х()(х ττ=τ  – произвольная негоризон-
тальная геодезическая моделирующей связности Г. Негоризонтальность 
геодезической означает то, что линейная форма dt , являющаяся первым 
интегралом уравнения геодезических связности Г, не обращается в нуль 
вдоль этой геодезической, т.е. 0constcd/dt)d/xd(dt ≠==τ=τ . После 
замены параметра τ  на геодезической )(x τ  на новый параметр t  по фор-
муле 0cct +τ=  первые m  уравнений геодезической )(x τ  совпадут с ре-
зультатом подстановки кривой )t(x  в уравнения потока )f,M(  , которые 
будут выполнятся тождественно. Значит, проекция )t(x  геодезиче-
ской )(x τ  является траекторией квазигеодезического потока (М,f) (отне-
сенной к кaноническому параметру t). Формула замены параметра τ  на 
параметр t показывает, что максимальные интервалы геодезической )(х τ  и 
её проекции x(t) одновременно совпадают (или не совпадают) со всей чис-
ловой прямой R. 

Далее считаем, что стандартная связность квазигеодезического потока 
(М,f) – аффинная. 
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Теорема 7. Каждая инфинитезимальная аффинная симметрия полно-
го КП (М,f) cама является полной, т.е. порождает глобальную 1-
параметрическую группу аффинных движений КП (М,f). 

Следствие 1. Всякая алгебра Ли инфинитезимальных аффинных сим-
метрий полного КП (М,f) изоморфна алгебре Ли некоторой группы Ли аф-
финных симметрий этого потока. 

В аналитическом случае справедливо 
Следствие 2. Попарно эквивалентны следующие утверждения: 
1) КП (М,f) аффинно изоморфен геодезическому потоку евклидова 

пространства ; 2) тензор кривизны КП )f,М(  тождественно равен нулю; 3) 
группа Ли всевозможных аффинных симметрий полного КП )f,M(  имеет 
размерность += 2mr 2m3 + , где m  = dimM ; 4) сокращенный тензор 
кривизны КП )f,М(  тождественно равен нулю. 
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ON AFFINE SYMMETRIES OF QUASIGEODESIC FLOWS 
 
An every quasigeodesic flow QF f=(M,F) on a manifold M (dimM=m) local-

ly may be presented by a second order differential equation: 
d 2 x i / dt 2 =D i (x j , t, dx j /dt), 1 ≤ i, j ≤m. 
The series of theorems is obtained on the basis of the results of [1] and the 

method of pulverization modeling. Some of them concern dimensions of the 
maximal Lie algebras of affine symmetries of QF (M,f) and other concern affine 
symmetries of complete QF. For example, 

Theorem 3. An every QF of maximal mobility standard connection of 
which is acuiaffine, locally is projectively equivalent to the trivial QF, that is 
geodesical flow of Euclidean space. 
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Theorem 6. A necessary and sufficient condition that QF )f,М(  is com-
plete is that his standard connection Г of events space М  is complete. 
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ПРИМЕРЫ КИЛЛИНГОВОЙ  
И КОНФОРМНО КИЛЛИНГОВОЙФОРМ 

 
§ 1. Введение и результаты 

 

1.1. Рассмотрим на n-мерном многообразии M с линейной связностью 
∇ без кручения произвольную геодезическую γ : J ⊂ R → M, отнесенную к 
аффинному параметру t. В этом случае 0

dt
d

dt
d =∇ γ
γ  для касательного вектор-

ного поля 
dt
dγ  геодезической γ. 

Дифференциальную p-форму ω ∈ MC pΛ∞  для 1 ≤ p ≤ n – 1 назовем кил-
линговой [1], если (p – 1)-форма ( )ω⊗= γ

ωγ dt
d

dt
d tracei  будет ковариантно по-

стоянной вдоль γ. В силу произвольности выбора геодезической γ послед-
нее возможно [1] тогда и только тогда, когда ∇ω ∈ MC 1p+∞Λ , что равно-
сильно выполнению уравнения 
 0)X,...,X,X()X,...,X,X( p20Xp21X 10

=ω∇+ω∇   (1.1) 

для произвольных p210 X,...,X,X,X ∈ TMС∞ . В работе [1] построен пример 
киллинговой p-формы на многообразии M с эквиаффинной связностью ∇. 
Здесь будет доказана 

Лемма. Компоненты ωi ip1 ... киллинговой p-формы ω в n-мерном аффин-
ном пространстве (1 ≤ p ≤ n – 1) имеют следующие выражения: 

 ωi i ji i
j

i ip p p
A x B

1 1 1... ... ...= + ,  (1.2) 

где Aji ip1 ... и Bi ip1 ... -компоненты постоянных кососимметрических тензоров 

A и B  в аффинной системе координат { n1 x,...,x }. 


