
Б.А. Андреев 

 7 

Предложение 5. Единственной гиперквадрикой в связке (12), касательная к 
которой в точке Р параллельна гиперплоскости Чеха Пс, является гиперквадрика 
Чеха Qc. 

Замечание 2. Проведенные рассуждения показывают, что при заданном множе-

стве  характеристических прямых в точке Р множество I\{P} главных точек мож-

но в нашем случае получить тремя способами: 1) с помощью К(РI) – главных пря-

мых; 2) при помощи струи fj2
P ; 3) с помощью гиперквадрики Чеха Qc. 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ЭРМИТОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

 
Найден простой критерий принадлежности произвольного почти эрми-

това многообразия классу AH-многообразий с J-инвариантным тензором 
Риччи. Указано семейство нетривиальных примеров 6-мерных почти эрми-
товых многообразий с J-инвариантным тензором Риччи. 

 

Почти эрмитовы (almost Hermitian, AH-) структуры относятся к числу наиболее 
содержательных дифференциально-геометрических структур. Их изучению посвя-
щено огромное количество публикаций, характеризующих эти структуры как с 
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точки зрения дифференциальной геометрии, так и с точки зрения математической 
физики. Значительный вклад в теорию почти эрмитовых структур внесли такие вы-
дающиеся геометры, как Браун, Вайсман, Ванхекке, Грей, Калаби, К.-Т. Ким, Ки-
риченко, Кода, Опрою, Прванович, Рицца, Секигава, Танно, Татибана, Чо, Яно. 

В данной статье о почти эрмитовых многообразиях с J-инвариантным тензо-
ром Риччи приводится несколько новых результатов, полученных автором в 
данном направлении. Отметим, что эти результаты анонсированы в материалах 
4-й международной конференции по геометрии и топологии в Черкассах [1]. 

Напомним [2], что почти эрмитовой структурой на четномерном многообразии 

M
2n

 называется пара   ,, gJ , где J – почти комплексная структура,  ,g  – 

риманова метрика. При этом J и  ,g  должны быть согласованы условием  

 
).(,,,, 2nMYXYXJYJX 

 

Здесь )( nM 2  – модуль гладких (класса C ) векторных полей на многообра-

зии M
2n

. Многообразия с фиксированной на них почти эрмитовой структурой 
называются почти эрмитовыми (AH-) многообразиями. С каждой AH-структурой 

  ,, gJ  на многообразии M
2n

 связано поле дважды ковариантного кососим-

метрического тензора (т. е. 2-формы), определяемого равенством 

 
)(,,,),( 2nMYXJYXYXF 
 

и называемого фундаментальной (или келеровой) формой структуры. 

Пусть   ,,, gJM n2  – почти эрмитово многообразие. Зафиксируем точку 
nMp 2 . Пусть )( n

p MT 2  – касательное пространство к многообразию в точке p, 

  ,, pp gJ  – почти эрмитова структура, порожденная парой   ,, gJ . Репе-

ры, адаптированные почти эрмитовой структуре (или А-реперы), устроены сле-
дующим образом:  

 ),,,,,,( ˆ1̂1 nnp   , 

где nMp 2 , a  – собственные векторы оператора структуры, отвечающие соб-

ственному значению оператора 1i , а â  – собственные векторы оператора 

структуры, отвечающие собственному значению i . Здесь и далее индекс a 

принимает значения от 1 до n ; naa ˆ . Поэтому матрица оператора структуры 
в А-репере в точке p имеет вид:  

   







n

n

iI-

iI

0

0
Jk

j , 

где nI  – единичная матрица порядка n; k, j = 1,…, 2n. Непосредственная провер-

ка показывает, что матрицы римановой метрики  ,g  и фундаментальной 

формы F в А-репере примут соответственно вид: 

   ;









0I

I0
g

n

n
kj     .








0iI-

iI0
F

n

n
kj  
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Определение. Почти эрмитово многообразие называется AH-многообразием 
с J-инвариантным тензором Риччи, если  

 JricricJ   . (1) 
Теорема 1. Почти эрмитово многообразие имеет инвариантный тензор 

Риччи тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-струк-
туры справедливо равенство: 

 .0abric  (2) 

Доказательство. Компоненты тензора Риччи, как хорошо известно [4; 5], 
связаны с компонентами тензора римановой кривизны (тензора Римана-Крис-

тоффеля) соотношением kjm
m

kj Rric  . 

1. Пусть AH-многообразие имеет J-инвариантный тензор Риччи, т.е. имеет 
место (1). Тогда на пространстве присоединенной G-структуры 

 k
j

k
j JricricJ )()(  , т.е. m

j
k
m

m
j

k
m JricricJ  . 

Рассмотрим четыре возможных случая: 
1) ak  , bj  ; 

 m

b

a

m

m

b

a

m JricricJ  c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c JricJricricJricJ
ˆ

ˆ

ˆ

ˆ  c

b

a

c

c

b

a

c iricrici  a

b

a

b ricric  ; 

2) ak ˆ , bj ˆ ; 

 m

b

a

m

m

b

a

m JricricJ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
 c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c JricJricricJricJ
ˆ

ˆ

ˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

ˆˆ

ˆ
 )i(ricrici b

c

â

ĉ

ĉ

b̂

c

a  a

b

a

b
ricric

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ  ; 
3) ak ˆ , bj  ; 

 m

b

a

m

m

b

a

m JricricJ
ˆˆ  c

b
a
c

c
b

a
c

c
b

a
c

c
b

a
c JricJricricJricJ

ˆˆ
ˆ

ˆˆˆ
ˆ

ˆ
 

 c
b

a
c

c
b

c
a iricrici

ˆˆ
00  ab

a

b

a

b

a

b ricricricirici
ˆˆˆ ; 

4) ak  , bj ˆ ; 

 m

b

a

m

m

b

a

m JricricJ ˆˆ  c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c

c

b

a

c JricJricricJricJ
ˆ

ˆˆˆ

ˆ

ˆˆˆ  

 )(ˆ
ˆ
ˆ

b
c

a
c

c
b

a
c iricrici 00 ˆˆˆˆˆ 

ba
a
b

a
b

a
b

ricricricirici . 

Итак, 0abric . 

2. Обратно, пусть имеет место (2). Тогда 0 abba
ricric ˆˆ

. 

Проведем такие рассуждения: 

1) 0)( ˆˆˆˆ 
bc

a

c

c

b

a

c

a

b
ricJricJricJ , 

0)(
ˆ
ˆˆˆ

ˆ
ˆˆˆ  c

bca
c

b

a
c

a

b
JricJricJric , а, значит, a

b

a

b
JricricJ ˆˆ )()(  ; 

2) 0)(
ˆ
ˆ

ˆˆ
ˆ

ˆ
 cb

a
c

c
b

a
c

a
b ricJricJricJ , 

0)(
ˆˆ

 c

bac

c

b

a

c

a

b JricJricJric , а, значит, a

b

a

b JricricJ
ˆˆ

)()(  ; 

3) a

b

c

b

a

c

a

b riciricJricJ )( , 
a

b

c

b

a

c

a

b riciJricJric )( , а, значит, a

b

a

b JricricJ )()(  ; 

4) a

b

c

b

a

c

a

b
riciricJricJ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ)(  , 

a

b

c

b

a

c

a

b
riciJricJric

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ)(  , а, значит, a

b

a

b
JricricJ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ )()(  . Следовательно, k
j)ricJ(  

 k
j)Jric( , что означает выполнение (1). Таким образом, (1)  (2), что и требо-

валось доказать. Отметим, что доказанная теорема обобщает результат Арсеньевой 
и Кириченко [3], полученный для четырехмерных эрмитовых многообразий. 
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Разумеется, интерес представляют лишь такие почти эрмитовы многообразия 
с J-инвариантным тензором Риччи, для которых 0ric . Целое семейство подоб-

ных примеров содержат в себе 6-мерные почти эрмитовы подмногообразия ал-

гебры Кэли. В самом деле, пусть 8RO  – алгебра Кэли. Как известно [6], в ней 
определены два неизоморфных 3-векторных произведения: 

 ;,,,)(),,(1 YXZXZYZYXZYXZYXP   

 .,,,)(),,(2 YXZXZYZYXZYXZYXP   

Здесь OZYX ,, , ,  – скалярное произведение в O , XX   – оператор сопря-

жения в O . При этом любое другое 3-векторное произведение в алгебре октав 
изоморфно одному из вышеуказанных. 

Если O6M  – 6-мерное ориентируемое подмногообразие, то на нем инду-

цируется почти эрмитова структура   ,,gJ , определяемая в каждой точ-

ке 6Mp  соотношением  

 
,,),,,()( 2121   eeXPXJ
 

где  21 ee ,  – произвольный ортонормированный базис нормального к M
6
 подпро-

странства в точке p, )( 6MTX p  [6]. Напомним [7], что точка 6Mp называется 

общей, если )( 6

0 MTe p , где 0e  – единица алгебры Кэли. Подмногообразия, со-

стоящие только из общих точек, называются подмногообразиями общего типа 

[7]. Все рассматриваемые далее подмногообразия O6M  подразумеваются 
подмногообразиями общего типа. 

Как известно [3], интегрируемая почти эрмитова структура называется эрмито-
вой, а многообразие, снабженное такой структурой, эрмитовым многообразием. 

Теорема 2. Всякое 6-мерное эрмитово подмногообразие алгебры Кэли явля-
ется AH-многообразием с J-инвариантным тензором Риччи. 

Доказательство. Воспользуемся значениями спектра тензора Риччи 6-мер-
ных эрмитовых подмногообразий алгебры октав [7]: 

 0abric ; 


 hbhaba TTric ˆˆˆ . 

Здесь 

psT  – компоненты тензора эйлеровой кривизны [9], или, в более упо-

требительной терминологии А. Грея [10], конфигурационного тензора. При этом 

87, ; 321 ,,,, hba ; 654321 ,,,,,, sp ; 3 aâ . В силу теоремы 1 0abric  означа-

ет J-инвариантность тензора Риччи. Теорема 2 доказана. 
Изрядное количество конкретных примеров 6-мерных эрмитовых подмногооб-

разий алгебры Кэли общего типа (и, как теперь мы знаем, многообразий с J-инва-
риантным тензором Риччи) содержится в классических работах Грея [10; 11] и 
Кириченко [12; 13]. 
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АКСИОМА U-КОСИМПЛЕКТИЧЕСКИХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ  

И 6-МЕРНЫЕ ЭРМИТОВЫ ПОДМНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБРЫ ОКТАВ 
 

Доказано, что всякое 6-мерное эрмитово подмногообразие алгебры Кэ-
ли, удовлетворяющее аксиоме U-косимплектических гиперповерхностей, 
является келеровым многообразием. 

 

Работа [1] посвящена 6-мерным эрмитовым (общего типа) подмногообразиям 

алгебры Кэли. Основным ее результатом является теорема о том, что если 6-мер-


