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Преобразование Бианки псевдосферы 

 
Исследуется преобразование Бианки для поверхно-

стей постоянной отрицательной гауссовой кривизны. 
Поверхностями вращения постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны являются волчок Миндинга, ка-
тушка Миндинга, псевдосфера (поверхность Бельтра-
ми). Также к поверхностям  постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны относятся поверхность Куэна и по-
верхность Дини. Изучение поверхностей постоянной 
отрицательной гауссовой кривизны (псевдосфериче-
ских поверхностей) имеет большое значение для ин-
терпретаций планиметрии Лобачевского. Известна 
связь геометрических характеристик псевдосфериче-
ских поверхностей с теорией сетей, теорией солитонов, 
нелинейными дифференциальными уравнениями и 
уравнениями синус-Гордона. Преобразования Бианки 
позволяют получить по данной псевдосферической по-
верхности новые псевдосферические поверхности. 

С использованием математического пакета постро-
ены псевдосфера и ее преобразования Бианки.  
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В евклидовом пространстве ܧଷ	рассмотрим поверхность 

вращения ܯ, полученную вращением плоской кривой вокруг 
оси. 
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Обозначим через ݇ ൌ ሺ0,0,1ሻ орт оси, а через ݁ሺݒሻ ൌ	
ൌ ሺcosሺݒሻ , sinሺݒሻ , 0ሻ — радиус-вектор единичной окружно-
сти, расположенной в плоскости, ортогональной оси. Тогда 
поверхность M  можно задать в виде 

ݎ ൌ ሻݒሺ݁ݑ ൅ ݂ሺݑሻ݇	,                             (1) 

где ݂ — дифференцируемая функция, ݑ,  .параметры —ݒ
Обозначим через ݊ орт нормали к поверхности ܯ. Тогда 

   ݊ ൌ
௙ᇲ௘ି௞

ඥሺ௙ᇲሻమାଵ
.                                       (2) 

Главные кривизны ݇ଵ ݇ଶ поверхности M  имеют вид 

݇ଵ ൌ െ
௙ᇲ

௨ඥሺ௙ᇲሻమାଵ
, ݇ଶ ൌ െ

௙ᇲᇲ

ቀඥሺ௙ᇲሻమାଵቁ
య 

Гауссова кривизна K = ݇ଵ݇ଶ равна 

ܭ ൌ
݂ᇱ

ඥሺ݂ᇱሻଶݑ ൅ 1

݂ᇱᇱ

൫ඥሺ݂ᇱሻଶ ൅ 1൯
ଷ. 

Требуем ܭ ൌ  получим решение ,ݐݏ݊݋ܿ

݂ሺݑሻ ൌ േ׬ට
௄௨మିሺ௖ିଵሻ

௖ି௄௨మ
 ,ݑ݀

где c — произвольная константа.  
Поверхности вращения постоянной отрицательной гауссо-

вой кривизны — это волчок Миндинга 0 ൏ ܿ ൏ 1, катушка 
Миндинга  ܿ ൏ 0, псевдосфера ܿ ൌ 0 [1, с. 100; 2, с. 175]. 

Полагаем ܭ ൌ െ1, ܿ ൌ 0 и выбираем знак «плюс». 
Имеем 

݂ሺݑሻ ൌ ට׬
ି௨మାଵ

௨మ
 (3)                            .ݑ݀

Определим метрический тензор ݃௜௝ и символы Кристоффе-

ля Г௜௝
௞ . 
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Имеем 

ଵݎ ൌ ௨ݎ ൌ ݁ሺݒሻ ൅ ටି௨మାଵ

௨మ
ଶݎ   ,݇	 ൌ 	௩ݎ ൌ  ,ሻݒᇱሺ݁ݑ

݃ଵଵ ൌ
ଵ

௨మ
, ݃ଵଶ ൌ 0, ݃ଶଶ ൌ  .ଶݑ

Гଵଵ
ଵ ൌ െ

ଵ

௨
	 , Гଶଶ

ଵ ൌ െݑଷ, Гଵଶ
ଶ ൌ Гଶଵ

ଶ ൌ
ଵ

௨
	.                        (4) 

Остальные Г௜௝
௞  равны нулю. 

Рассмотрим две гладкие поверхности ܯ,ܯഥ  и диффеомор-
физм ݂:ܯ ഥܯ → . Касательные плоскости в соответствующих 
точках ݌ ∈ ,ܯ ݂ሺ݌ሻ ∈ ഥܯ  пересекаются по прямой ሺ݌, ݂ሺ݌ሻሻ, об-

разуя прямой двугранный угол, причем вектор ݂݌ሺ݌ሻሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬറ ൌ ߩ ௣ܸ, 
где ௣ܸ — орт, ߩ ൌ -Обозначим через ݊ орт нормали к по .ݐݏ݊݋ܿ
верхности ܯ  в точке ݌ ∈ -Тогда касательная плоскость к по .ܯ
верхности ܯഥ  в точке ݂ሺ݌ሻ ∈ ഥܯ  имеет вид ௙ܶሺ௢ሻܯഥ ൌ ሼ݂ሺ݌, ݊, ௣ܸሻሽ. 
Теорема Бианки утверждает, что если поверхность ܯ имеет 

гауссову кривизну ܭ ൌ െ
ଵ

ఘమ
, то и поверхность ܯഥ  имеет ту же 

кривизну. 
Обозначим через ݎ  радиус-вектор поверхности ܯ, а через 

ܴ — радиус-вектор поверхности ܯഥ . Полагаем 1K  и рас-

смотрим отображение MMf :  [2, с. 489].  

Имеем		ܴ ൌ ݎ െ ܸ, ܸ ൌ ܸ௦ݎ௦	. 
Из условия < ܴ௜ሾ݊, ሿݒ ൐	ൌ 0 получим 

௜ݎ െ ߲௜ܸ ൌ ߱ሺݎ௜ሻܸ ൅  .ሻ݊	௜ݎሺߙ

Так как 	൏ V, V ൐	ൌ 1,൏ ߲௜ܸ, ܸ ൐	ൌ 0, то  

߱ሺݎ௜ሻ ൌ	൏ ,	௜ݎ ௜V׏			,<ܸ ൌ ௜ݎ െ 	߱ሺݎ௜ሻܸ. 

Имеем 

ܸଵ		ଵ׏ ൌ 1 െ ݃ଵଵሺܸଵሻଶ,  ׏ଵ		ܸଶ ൌ െ݃ଵଵܸଵܸଶ, 

ܸଵ		ଶ׏ ൌ െ݃ଶଶܸଵܸଶ,  ׏ଶ		ܸଶ ൌ 1 െ ݃ଶଶሺܸଶሻଶ. 
(5)
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Формулы (5) в силу (4) примут вид 

߲௨ܸଵ െ
௏భ

௨
ൌ 1 െ

ሺ௏భሻమ

௨మ
,			߲௨ܸଶ ൅

௏మ

௨
ൌ െ

௏భ௏మ

௨మ
,               (6) 

߲௩ܸଵ െ	ݑଷܸଶ ൌ െݑଶܸଵܸଶ, ߲௩ܸଶ ൅
ܸଵ

ݑ
ൌ 1 െ  .ଶሺܸଶሻଶݑ

Система (6) имеет решение  

ܸଵ ൌ
ሺݑଶሺܥଵݒଶ െ ଶܥ2 ൅ ሻݒ2 െ ݑଵሻܥ
ଶݒଵܥଶሺݑ െ ଶܥ2 ൅ ሻݒ2 ൅ ଵܥ

, 

ܸଶ ൌ
ݒଵܥ2 ൅ 2

ଶݒଵܥଶሺݑ െ ଶܥ2 ൅ ሻݒ2 ൅ ଵܥ
, 

,ଵܥ ଶܥ െ   .ݐݏ݊݋ܿ
Потребуем, чтобы ൏ ܸ, ܸ ൐	ൌ 1. Тогда 2ܥଵܥଶ ൅ 1 ൌ 0. 
Введем обозначение ܿଵ ൌ 1 ⁄ଵܥ . Имеем 

ܸଵ ൌ
ሺݑଶሺܿଵ ൅ ሻଶݒ െ 1ሻݑ
ଶሺܿଵݑ ൅ ሻଶݒ ൅ 1

,																													ሺ7ሻ 

ܸଶ ൌ
2ሺܿଵ ൅ ሻݒ

ଶሺܿଵݑ ൅ ሻଶݒ ൅ 1
. 

Положим ݑ ൌ sin	ሺݐሻ. В силу (3) ݂ሺݐሻ ൌ cosሺݐሻ ൅ ln	ሺ݃ݐ ቀ
௧

ଶ
ቁሻ 

и псевдосфера имеет уравнение ݎ ൌ sinሺݐሻ ݁ሺݒሻ ൅ ݂ሺݐሻ݇. По-
строим ее (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Псевдосфера 
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В силу (4), (7) имеем 

ܸ ൌ
sinሺݐሻ ሺሺܿଵ ൅ ሻݐଶሺ݊݅ݏሻଶݒ െ 1ሻ

ሺܿଵ ൅ ሻݐଶሺ݊݅ݏሻଶݒ ൅ 1
ቆ݁ሺݒሻ ൅

cosሺݐሻ

sinሺݐሻ
݇ቇ ൅ 

൅
2ሺܿଵ ൅ ሻݒ

ሺܿଵ ൅ ሻݐଶሺ݊݅ݏሻଶݒ ൅ 1
sinሺݐሻ ݁ᇱሺݒሻ. 

Построим поверхности ܴ ൌ ݎ െ ܸ, ܸ ൌ ܸ௦ݎ௦	 при ܿଵ ൌ 30 
(рис. 2), ܿଵ ൌ 0 (рис. 3). 

 
Рис. 2. Преобразование Бианки псевдосферы при ܿଵ ൌ 30 

 

 
 

Рис. 3. Преобразование Бианки псевдосферы при ܿଵ ൌ 0 
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Уравнения поверхности при ܿଵ ൌ 0 примут вид 

ݔ ൌ
2 sinሺݐሻ

ሻݐଶሺ݊݅ݏଶݒ ൅ 1
൫cosሺݒሻ ൅  ,ሻ൯ݒሺ݊݅ݏݒ

ݕ ൌ
2 sinሺݐሻ

ሻݐଶሺ݊݅ݏଶݒ ൅ 1
൫cosሺݒሻ െ  ,ሻ൯ݒሺ݊݅ݏݒ

ݖ ൌ
2 sinሺݐሻ

ሻݐଶሺ݊݅ݏଶݒ ൅ 1
൅ lg	ሺ݃ݐ ൬

ݐ
2
൰ሻ. 

Полученная поверхность — это поверхность Куэна [3, с. 342]. 
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Bianchi transformation of the pseudosphere 
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The work is devoted to the study of the Bianchi transform for surfa-
ces of constant negative Gaussian curvature. The surfaces of rotation of 
constant negative Gaussian curvature are the Minding top, the Minding 
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coil, the pseudosphere (Beltrami surface). Surfaces of constant negative 
Gaussian curvature also include Kuens surface and the Dinis surface. The 
study of surfaces of constant negative Gaussian curvature (pseudospheri-
cal surfaces) is of great importance for the interpretation of Lobachevsky 
planimetry. The connection of the geometric characteristics of pseudos-
pherical surfaces with the theory of networks, with the theory of solitons, 
with nonlinear differential equations and sin-Gordon equations is establi-
shed. The sin-Gordon equation plays an important role in modern physics. 
Bianchi transformations make it possible to obtain new pseudospherical 
surfaces from a given pseudospherical surface. The Bianchi transform for 
the pseudosphere is constructed. Using a mathematical package, the pseu-
dosphere and its Bianchi transform are constructed. 

 
Keywords: Gaussian curvature, surface of revolution, pseudosphere, 

Kouen’s surface, Bianchi transform 
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