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АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ ВЫЧИСЛЕНИЙ  

В ЯКОБИАНЕ КРИВОЙ ПИКАРА 
 

Рассматривается представление элементов якобиана кривой Пика-
ра, которое позволяет построить алгоритм для редукции дивизоров со 
сложностью O(deg(D)). Сложение дивизоров можно осуществить, ис-
пользуя алгоритм редукции. 

 
In this article a representation of the elements of the Jacobian of a Picard 

curve is considered, which allows us to construct an algorithm for the reduc-
tion of divisors with complexity O(deg(D)). Addition of divisors can be per-
formed using the reduction algorithm. 
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Введение 
 
В настоящее время все более широкое применение находят системы 

защиты данных на основе эллиптических и гиперэллиптических кри-
вых. Однако эти два класса кривых уже весьма хорошо изучены, и для 
алгоритмов на их основе предлагаются эффективные методы взлома. 
В связи с этим активно исследуются иные виды кривых. 

Приложения кривых рода 3 к проблемам защиты информации и со-
ответствующие методы вычислений начали изучаться фактически с на-
чала 2000-х гг. Сюда можно отнести работы [1—4]. В [5] рассматриваются, 
среди прочих, гиперэллиптические кривые рода 3. В последние годы 
наблюдается возврат к указанной проблематике — например, в [6; 7].  

В данной работе будут рассматриваться кривые Пикара (имеющие 
род 3). Мы опишем редукцию и сложение дивизоров в якобиане такой 
кривой, а также представление дивизоров в виде многочленов, которое 
затем используется для построения алгоритма редукции дивизора. 

 
1. Основные понятия 

 

Пусть k — поле; k — его алгебраическое замыкание. Для алгебраи-

ческой кривой C будем обозначать ( )C k  — множество ее точек с коор-

динатами в поле k ; C(k) — множество ее k-рациональных точек, то есть 
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точек с координатами в поле k; k(C) — множество рациональных функ-
ций на C с коэффициентами в k. Будем обозначать далее DivC — группу 
дивизоров на кривой C; 0

CDiv — подгруппу дивизоров степени 0 в DivC; 

PrincC — подгруппу главных дивизоров группы 0
CDiv . 

Определение 1.1. Факторгруппа JC = 0
C CDiv /Princ  называется яко-

бианом кривой C. Элементы из JC, то есть классы эквивалентности по 
модулю PrincC, называются точками якобиана. 

Определение 1.2. Дивизор D на кривой C называется k-рациональ-
ным, если он инвариантен относительно действия абсолютной группы 

Галуа Gk = ( / )Gal k k . Класс эквивалентности k-рационального дивизора 

D  JC называется k-рациональной точкой якобиана.  
Множество k-рациональных точек якобиана образует подгруппу  

JC (k) группы JC, называемую k-рациональным якобианом кривой C. 
Определение 1.3. Кривой Пикара называется плоская проективная 

кривая C рода 3 с уравнением 

3 4
4

X
ZY Z 0,

Z
p    
 

 

где p4 (x) = x4+a3 x3+a2 x2+a1 x+a0 — многочлен из k[x]. 
В случае char(k) = 0 или char(k) > 0 кривая C не имеет особых точек 

тогда и только тогда, когда дискриминант многочлена p4 (x) отличен от 
0. Без ограничения общности можно считать, что a3 = 0. 

Если поле k алгебраически замкнуто, то есть k = k , то всякая кривая 
Пикара имеет 5 вполне разветвляющихся точек R1,…, R5 по отношению 

к морфизму 1
x k: C(k)  P , (x : y : z)  x, а именно: Ri = (ri : 0 : 0), i = 1,…, 4, 

где ri — корни многочлена p4 (x) и R5 = (0 : 1 : 0). Пусть  — примитивный 
корень степени 3 из единицы. Тогда отображение 

 : C(k)  C(k), (x : y : z)  (x :  y : z)  

является автоморфизмом C, удовлетворяющим равенствам  

1
k

x id  
P

       и       3 = idC(k). 

Определение 1.4. Две точки P1, P2  C(k) называются сопряженными, 
если P1 = (P2) или P2 = (P1). Далее будем писать  P вместо (P). 

Как известно, в JC существует только один класс эквивалентности 
канонических дивизоров, называемый каноническим классом.  

Лемма 1.5. Пусть C — кривая Пикара без особых точек. Тогда поло-
жительными дивизорами канонического класса K кривой C являются 
пересечения прямых с кривой C.  
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2. Представление дивизоров 

 

Определение 2.1. Аффинный положительный дивизор D, то есть 
такой дивизор, что P  supp(D), называется полуредуцированным, если 
не существует точки P1, такой, что D  P1 +  P1 +  2P1. Определим мно-
жества 

, i
CDiv := C

D есть k-рациональный полуре-
D Div

дуцированный дивизор степени i
   
  

, i  0, 

s ,  i(r,s) DivCi r



 ,  0  r < s. 

Порядком многочлена f(x, y)  k[x, y] в точке P называется число 

P Pord (f(x, y)) (f(x, y)),
 

   

где P 
— нормирование поля k(C) в точке P. Старший одночлен много-

члена f(x, y) есть одночлен 11

1 1

ji
i ja x y ,удовлетворяющий равенству 

11

1 1

j jii
P i, j P ij P i j(f(x, y)) min (a x y ) (a x y ).  
  

   

Пусть D (2, 4) . Определим для дивизора D коническое сечение  

vD (x, y) = a20x2 + a11xy + a02y2 + a10x + a01y + a00 

наименьшего порядка в P, удовлетворяющее условию (vD (x, y))  D и 
такое, что старший одночлен vD (x, y) приведен. Заметим, что в некото-
рых случаях коническое сечение может сводиться к прямой или нуле-
вому многочлену и vD (x, y) удовлетворяет неравенству 

 P Dord (v (x, y))


 8 – (5 – deg(D)). (1) 

vD (x, y) называется интерполирующим коническим сечением дивизора D.  
Лемма 2.2. Для vD (x, y) выполняются следующие равенства. 

1. P Dord (v (x, y))


= 7  a02 = 0 и a11  0.  

2. P Dord (v (x, y))


= 6   a02 = 0 и a11 = 0 и a20  0.  

3. P Dord (v (x, y))


= 4  a02 = 0, a11 = 0, a20 = 0 и a01  0. 

Определение 2.3. Дивизор D, deg(D)  3, называется коллинеарным, 
если найдутся точки P1, P2, P3  supp(D) и прямая r0, такие, что  

(r0)0  P1 + P2 + P3.  

В противном случае D называется обычным. 
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Лемма 2.4. Пусть D  (3, 4). Тогда справедливы следующие утверж-

дения. 

1. vD (x, y) линейно или разлагается на линейные множители. 

2. Дивизор D + P коллинеарный. 

3. vD (x, y) = a20x2 + a11xy + a10x + a01y + a00, где 
2 2
11 00 01 20 11 01 10a a a a a a a 0.    

Рассмотрим отображение  

Ф : (2, 4)  k[x]  k[x, y]  k[y], D  Ф(D) = (uD (x), vD (x, y), wD (y)),  

где uD (x) =
i

i
P supp(D)

(x x ),


  wD (y) = 
i

i
P supp(D)

(y y ),


  vD (x, y) — интерполи-

рующее коническое сечение D. Отображение Ф не является инъектив-
ным. Действительно, пусть x1, x2  k, p4 (x1) = p4 (x2)  0 и y0 — корень 
уравнения y3 – p4 (x1) = 0. Тогда дивизоры 

D1 = (x1 : y0 : 1) + (x1 :  y0 : 1) +(x2 : y0 : 1) + (x2 :  
2y0 : 1), 

D1 = (x1 : y0 : 1) + (x1 :  
2

 y0 : 1) +(x2 : y0 : 1) + (x2 :  y0 : 1) 

обладают одинаковыми образами при действии  . Однако, если огра-

ничить (2, 4) до множества 0 (2, 4) = 

4
, i

0
i 2

Div (C),


  где  

,i
0Div (C) = {D  

,  i
CDiv D  

не содержит две сопряженные точки, i = 2, 3 и 

,4
0Div (C) = {D  

,  4
CDiv D  P1 +  P1 + P2 +  P2}, 

то мы получим следующий результат. 
Лемма 2.5. Сужение отображения Ф на множество 0 (2, 4) является 

биекцией на свой образ Ф(0 (2, 4)). 

 
3. Алгоритм редукции 

 
Задача редукции. Для заданного аффинного дивизора D необхо-

димо найти аффинный дивизор Df  0 степени deg(Df)  3, такой, что  
D – deg(D)P  Df – deg(Df)P. Алгоритм редукции основан на следую-
щей геометрической идее. Если задан положительный аффинный ди-
визор D0 = P1 + P2 + P3 + P4 степени 4 и все его точки коллинеарны, то по 
лемме 1.5 D0 лежит в каноническом классе и D0 – 4P  0. В противном 
случае для редукции D0 – 4P берем интерполирующее коническое се-
чение v0 дивизора D0. Тогда из равенства (1) следует, что v0 пересекает C 
максимум в 3 аффинных точках H1, H2, H3. Следовательно, получаем  

(v0) = (D0 – 4P) + (D1 – 3P),   D0 – 4P   ( D1 – 3P), 

где D1 = H1 + H2 + H3.  
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Теперь рассмотрим коническое сечение v1 дивизора D1. Сечение v1 пе-
ресекает C в 3 точках 1P , 2P , 3P . Следовательно, D1 – 3P   (D2 – 3P), 
где D2 = 1P  + 2P  + 3P . Объединяя предыдущие результаты, получаем  
D0 – 4P  D2 – 3P. В результате дивизор D2 степени 3 является редук-
цией дивизора D0. 

Алгоритм 3.1.  
1. if deg(D)  3 then D уже редуцирован, Df := D, перейти к шагу 6. 

else взять D0  D, deg(D0) = 4 и положить D := D – D0. 
2. Найти интерполирующее коническое сечение v0 дивизора D0. 

3. Факторизовать Ry(v0, C) (результант по переменной y), из 
y 0

0

R v ,C( )

u
  

получить х-координаты точек из supp(D1), затем, используя v0, вычис-
лить их у-координаты. 

4. Зная D1, найти коническое сечение v1, затем восстановить D2 из 

1y

1

R v ,C( )

u
 и v1. 

5. if deg(D)  4 — deg(D2) then положить Df := D + D2 и перейти к ша-
гу 6. else взять E0  D, deg(E0) = 4 – deg(D2), положить D := D – E0, D3 := E0 +  

+ D2, D0 := D3 и перейти к шагу 2. 
6. return (Df). 
Замечание 3.2. С вычислительной точки зрения алгоритм 3.1 может 

быть затратным, поскольку в двух его шагах факторизуется многочлен 
из k[x]. Для модификации алгоритма 3.1 отметим следующее. 

1. Пусть дивизор D представлен в виде D = D0 + E0 + E1 + … + EN1, 
где Ej — аффинный и положительный, j = 1,…, N – 1. Процесс редукции 
в алгоритме 3.1 дает нам последовательность положительных аффин-
ных дивизоров  

 D0, D1, D2,…, D3j, D3j+1, D3j+2,…, D3N, D3N+1, D3N+2, (2) 

где 

D3j := D3(j1)+2 + Ej1,  j = 1,…, N, 

D3j – 4P   (D3j+1 – deg(D3j+1)P)  D3j+2 – deg(D3j+2)P, 

0  deg(D3j+1), deg(D3j+2)  3, deg(D3j) = 4 и deg(Ej1) = 4 – deg(D3j+2). 

Следовательно, D – deg(D)P  D3N+2 – deg(D3N+2)P и D3N+2  результат 
редукции D. 

2. Если дивизор Dh, j = 1,…, 3N + 2 лежит в 0 (2, 4), то найдем его ко-

ординаты hD = Ф(Dh). Получим последовательность 

 1 2 3 j 3 j 1 3 j 2 3N 3N 1 20 3ND  D D D D D, ,  ,... D D,  ,  ,  , ...,  ,  ,  D    . (3) 

3. Зная 0D  (представление D0), в зависимости от того, D  0 (2, 4) 
или нет, мы вычисляем hD  или Dh, для h  1 рекурсивно, исходя из по-
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следовательностей (2) и (3). Рекурсивное вычисление hD  и Dh в худшем 
случае будет заключаться в вычислении решения системы линейных 

уравнений над полем k. В итоге, зная 3N 2D  = (u3N+2, v3N+2, w3N+2), по лем-
ме 3.4 мы можем найти точки из supp(D3N+2). 

Замечание 3.3. Зная 3 j 1 3 j 2,  D D  , можно установить следующие ра-

венства: 

v3j+1 = v3j+2,     
*

y 3 j 1
3 j 2

3 j 1

R v ,C( )
u

u





 
  
 

 ,     
*

y 3 j 1
3 j 2

3 j 1

R w ,C( )
w

w





 
  
 

 , 

где (**)* означает деление многочлена ** на коэффициент его старшего 
одночлена. Вдобавок, если v3j+1 явно не зависит от x, то w3j+2 = w3j+1. 

Лемма 3.4. Пусть задан дивизор D3j  
,4DivС

 . Тогда можно вычис-

лить 3 jD , если D3j  ,4
0Div ( )С , и 3 j 1D  и 3 j 2D  , если D3j  ,4

0Div ( )С . 

Лемма 3.5. Пусть D3j  ,4
0Div ( )С  и 3 jD = (u3j, v3j, w3j). Тогда возможны 

следующие случаи. 
1. Можно вычислить  

3 j 1D  = (u3j+1, v3j+1, w3j+1)        и        3 j 2D  = (u3j+2, v3j+2, w3j+2), 

где v3j+1 (следовательно, и v3j+2) зависит от y. 
2. Можно вычислить D3j+2 в явном виде. 

Лемма 3.6. Пусть известны 3 j 1D   и 3 j 2D   и дивизор Ej1. Тогда воз-

можны следующие случаи. 

1. Можно вычислить 3( j 1)D  = (u3(j+1), v3(j+1), w3(j+1)). 

2. Можно вычислить 3( j 1) 1D    и 3( j 1) 2D   . 

3. Можно вычислить D3(j+1)+2 в явном виде, и он k-рационален. 
Из 3.3—3.6 получается эффективная версия алгоритма 3.1. 
Алгоритм 3.7. 
1. if deg(D)  3 then D уже редуцирован, Df := D, перейти к шагу 6. 
2. Положим D0 = P1 + P2 + P3 + P4. 

3. if D0  ,  4
0Div ( )С  then вычисляем 0D . 

4. else вычисляем 1 2D ,  D , переход к вспомогательному алгоритму 3.8. 

5. Зная 0D  и применяя лемму 3.5, находим: 
a) D2 в явном виде. if deg(D + D2) < 4 then положим Df := D + D2, пе-

реход к шагу 6. else положим D0 := D2 + E0, D := D – E0, переход к шагу 3; 

b) 1 2D ,  D  в явном виде, переход к вспомогательному алгоритму 3.8. 
6. return (Df). 
Вспомогательный алгоритм 3.8. 
S1. if deg(D) + deg(v2) < 4 then используя лемму 3.4, найдем D2, за-

тем положим Df := D + D2, переход к шагу 6. 
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S2. else возьмем E0, deg(E0) + deg(v2) = 4, E0  D, положим D := D  E0 
и применим лемму 3.6. Возможно несколько вариантов: 

a) найдем 3D . then положим 0 3D D , переход к шагу 5; 

b) найдем 4D  и 5D . then положим 1 4D D , 2 5D D , переход к S1; 

c) найдем D5. if deg(D + D5) < 4 then положим Df := D + D5, переход к 

шагу 6. else положим D0 := D5 + E0, D := D – E0, переход к шагу 3. 
Предложение 3.9. Пусть имеется дивизор D. Алгоритм 3.7 вычисля-

ет  редукцию D, совершая O(deg(D)) операций в поле k и только одну 
факторизацию многочлена степени, не превышающей 3, из k[x]. Более 
того, если k = Fq, то константа с в выражении O(deg(D)) удовлетворяет 
неравенству c  2(4  log 2 q)3. 

Пример 3.10. Пусть k = 67
F  и p4 (x) = x4 + x3 + 4x2 + x. Найдем редук-

цию дивизора D = 6(5 : 2 : 1) + (3 : 0 : 1) + (1 : 0 : 1) с помощью алгоритма 3.7. 
Результаты редукции дивизора D представлены в таблице. 

 
Результаты редукции дивизора D 

 

Di iD  Ej 

D0 = 3(5 : 2 : 1) + (3 : 0 : 1) 0D = (x4 + 5x3 + 6x2 + 3x + 6, 

x2 + 4x + 2y, y4 + y3 + 5y2 + 6y) 
— 

D1 = ? 
1D = (x2 + 4x, x + y, y2 + 5y) — 

D2 = ?  2
2

2D x 4, x y, y 4     E0 = (5 : 2 : 1) + (3 : 0 : 1) 

D3 = ? 
3D ?  — 

D3 = ? 
4D ?  — 

D5 = 2(0 : 0 : 1) + (1 : 0 : 1) 
5D ?  E0 = (5 : 2 : 1) 

D6 = 2(0 : 0 : 1) + (1 : 0 : 1) + 
+ (5 : 2 : 1) 

6D = (x4 + x3 + 5x2, xy + 3x2 + 4x, 

y4 + 5y3) 
— 

D7 = ? 7D = (x3 + 6x2 + 3x, x2 + 2x + y, 

y3 + 4y2 + 6y) 
— 

D8 = ? 8D = (x3 + 3x + 5, x2 + 2x + y, 

y3 + y2 + 2y + 4) 
E0 = (5 : 2 : 1) 

D9 = ? 9D = (x4 + 2x3 + 3x2 + 4x + 3, 

3x2 + 6x + y + xy + 2, y4 + 6y3 + 6) 
— 

D10 = ? 10D = (x3 + x2 + 6x + 5, x2 + 4x +  

+ 6y + 3, y3 + 6y2 + 4y + 4) 
— 

D11 = ? 11D = (x3 + 4x2 + 4x + 4, x2 + 4x +  

+ 6y + 3, y3 + 6y2 + 4y + 4) 
E0 =  

Df = ( 25112 :  60200 : 1) +  
+ ( 54008 :  8600 : 1) + 
+ ( 58136 : 68456 : 1) 

fD ?  — 
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