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Аффинные связности, порожденные  

абсолютно параллельными полями векторов и ковекторов 
 

Рассмотрены аффинные связности на n-мерном мно-
гообразии и в расслоении линейных реперов этого мно-
гообразия. Найдены выражения для объекта плоской 
связности через координаты абсолютно параллельных n 
векторов (ковекторов) и их пфаффовы производные, а 
также для объекта симметрической плоской связности 
через координаты абсолютно параллельных n ковекто-
ров (полных дифференциалов n функций).  

 
Ключевые слова: пфаффовы (обобщенные) производные, абсо-

лютный параллелизм, плоская аффинная связность, симметрическая 
плоская связность. 

 
1. Аффинная связность. В [7] найдено разложение ком-

понент i
jk  объекта аффинной связности в сумму тензора де-

формации i
jk  и слоевых координат 2-го порядка i

jkx  с помо-

щью уравнений на объект связности. В [8] построены тензоры 
i
j  и i  со специальными полями, порождающие тензор де-

формации i
jk , а следовательно, компоненты i

jk  объекта 

плоской и симметрической плоской связностей с помощью 
операции дифференциального продолжения, состоящей в диф-
ференцировании уравнений внешним образом и последующем 
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разрешении по лемме Картана. Причем однократное продол-
жение объекта i

j  приводит к плоской связности, а двукратное 

продолжение объекта i  — к симметрической плоской связ-

ности. Данный аналитический подход имеет известную гео-
метрическую интерпретацию [6, с. 134—136], фактически со-
стоящую в рассмотрении абсолютно параллельных полей век-
торов и ковекторов.  

Рассмотрим m-мерное гладкое многообразие mX  и его ок-

рестность, в которой текущая точка M определяется локаль-

ными координатами  ix   ),1...,,,( mkji  . Пусть векторные по-

ля i  образуют (неголономный) базис касательного векторно-

го пространства mTX  в точке М, а дифференциальные 1-фор-

мы i  — сопряженный ему кобазис в mXT  . Структурные фор-

мы i  многообразия mX  удовлетворяют уравнениям 

i
j

jiD   . 

Базисные i  и слоевые формы i
j  имеют вид [5, с. 145] 

ji
j

i dxx ,  ki
jk

i
k

k
j

i
j xdxx  


    ( i

j
k
j

i
k  xx 


). 

Для слоевых координат i
jx , i

jkx  справедливо 0)det( i
jx , 

i
kj

i
jk xx  , в остальном они произвольны и рассматриваются 

как независимые переменные [5, с. 149].  
Уравнения на векторы i  имеют вид [1, с. 56; 9, c. 20] 

j
ij

j
ijid    , 

причем векторы ij  являются касательными векторами 2-го 

порядка, на них натянуто касательное пространство 2-го по-

рядка ),(2
ijim spanXT   в точке М. 
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Пусть на многообразии mX  задана скалярная функция f, 

тогда ее дифференциал df  определяет на mX  поле ковектора. 

Если в некоторой окрестности имеем i
i

i
i fdxfdf  , то 

величины fxf j
j
ii 


 являются координатами указанного ко-

векторного поля и называются пфаффовыми производными 

функции f по отношению к кореперу { i } [2, с. 67], или 
обобщенными частными производными [3, с. 182]. Аналогич-

но функциям векторы l
l
k

k
ijkl

l
j

k
iij xxxx 


 , являющиеся ко-

эффициентами при базисных формах i , называются пфаф-
фовыми производными векторов i .  

Зададим связность в расслоении касательных линейных ре-
перов над многообразием mX  способом Лаптева — Лумисте 

[10]:  

ki
jk

i
j

i
j  ~ ;    li

jkl
i
jk

i
jk   ,             (1.1) 

где тензорный дифференциальный оператор   имеет вид 

s
k

i
js

s
j

i
sk

i
s

s
jk

i
jk

i
jk d   . 

В [7] с помощью перехода в уравнениях (1.12) к натураль-
ному кореперу получено разложение для компонент объекта 

аффинной связности i
jk

i
jk

i
jk x    с помощью слоевых ко-

ординат i
jkx и тензора деформации ),( l

s
li

jk
i
jk xx  . При этом 

объекты кручения i
jkT  и кривизны i

jklR  аффинной связности 

выражаются через тензор деформации i
jk  по формулам  

i
jk

i
jkT ][2

1  ,   i
sl

s
kj

s
ls

i
kji

jkl x
x

R ][]
[

2
1 










.             (1.2) 
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Равенство нулю тензора деформации i
jk  выделяет плос-

кую и симметричную связность i
jk

i
jk x

0

 , которая названа 

простейшей [7] (канонической плоской [4, с. 94]). 
Ковариантные производные базисных векторов i  относи-

тельно аффинной связности i
jk  выражаются по формулам  

k
ijkijij   .                               (1.3) 

Выражение для дифференциалов этих векторов 
k

ijkijij  ~  имеет вид  

ij
~ )()( lk

l
ijijk

kk
ij

k
ijk   .             (1.4) 

Поскольку компоненты i
jk  объекта аффинной связности 

удовлетворяют уравнениям (1.12), то уравнения (1.4) прини-
мают вид ij

~ )( lk
l

ijijk
l

ijkl
k   . Векторы ij

~  относи-

тельно инвариантны, так как неподвижны в совокупности при 
фиксации точки mXM  , которую обеспечивают уравнения 

0i . На векторы ij
~  натянуто оснащающее подпростран-

ство )~(2
ijm spanXHT   пространства mXT 2  [9, с. 49]. 

2. Плоская связность l
jk

f

 . Рассмотрим в касательном 

пространстве TXm новый базис }{ iu , векторы (векторные поля) 

которого раскладываются в исходном базисе }{ i  по форму-

лам j
j

ii fu  , причем функции ),( l
s

ki
j

i
j xxff   образуют не-

вырожденную матрицу, то есть 0)det( i
jA . При дифференци-

ровании векторов iu  получим    

k
jk

j
ij

j
k

k
i

j
ii ffdfdu   )( . 
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Если функции 
i
jf  удовлетворяют уравнениям 

ki
jk

i
k

k
j

i
j ffdf   ,                              (2.1) 

то каждый из векторов iu  относительно инвариантен (непо-

движен при фиксации точки) и их смещения определяются 
уравнениями 

k
iki udu  , 

где введено обозначение 

jk
j

ij
j

ikik ffu   .                              (2.2) 

Из уравнений (2.1) следует, что  

i
lk

l
j

i
jkk

i
l

l
jk

li
jlk

i
j xffffdf  )()()(  , 

а учитывая равенства )()( k
i
j

i
jk

i
j dfff

k
  , получим 

i
lk

l
j

i
jk

i
j xfff

k
 .                               (2.3) 

Значит, пфаффовы производные )( i
jkff   имеют вид  

i
lk

l
j

i
j

i
jk xfff

k
  .                              (2.3) 

Переходя в уравнениях (2.1) к натуральному кобазису, по-
лучим частные производные 

i
jl

l
k

s
k

i
ls

l
j

i
jk fxxxff  , l

s
s
j

i
k

i
j

l
k xff


  .            (2.4) 

Пфаффовы производные i
jkf  объекта i

jf  удовлетворяют 

сравнениям 0 j
lk

l
i

j
ik ff  )(mod j . Для обратного тензора 

i
jf


  )( i

j
k
j

i
k  ff 


 справедливы сравнения 0


k
j

i
k

i
j ffd  . 
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Заменяя в уравнениях (2.1) слоевые формы i
k  на формы 

связности li
kl

i
k

i
k  ~ , получим i

jk
ki

j ff    [2, с. 65], 

где i
k

k
j

i
j

i
j fdff ~  — ковариантный дифференциал,  

i
lk

l
j

i
jk

i
jk fff                                  (2.5) 

— ковариантные производные невырожденного тензора i
jf .  

Замечание. 1. Выражение (2.5) представляет собой ковари-
антные производные для n контравариантных (то есть одноин-
дексных) тензоров, поэтому оно содержит одно слагаемое с Г. 
2. Если вместо форм связности (1.1) рассматривать формы связ-

ности с плюсом li
kl

i
k

i
k  ~ , то выражение (2.5) совпадет с 

классическим выражением ковариантных производных векто-
ра, где оба слагаемых с плюсом. В традиционном задании 
связности методом Лаптева формы связности задаются в виде 
разности слоевых форм и линейной комбинации базисных 
форм (см., напр., [5, с. 166]).  

Внешний дифференциал от ковариантных дифференциа-

лов i
jf  приведем к виду  

sli
kls

k
j

i
k

k
j

i
j RfffD   2

1)( .                (2.6) 

Ковариантные производные i
jk f  образуют тензор, зна-

чит, его обращение в нуль инвариантно и задает абсолютный 
параллелизм векторов iu . Равенство нулю ковариантных про-

изводных i
jk f  (2.5) эквивалентно соотношению j

lk
l

i
j

ik ff  . 

Учитывая невырожденность коэффициентов l
if , из последне-

го соотношения можно найти выражение объекта связности 

),( ffi
jk

i
jk    через тензор )( i

jff   и его пфаффовы произ-

водные )( i
jkff  : i

lk
l
j

i
jk ff


 . При этом векторы iu  перено-
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сятся абсолютно параллельно в связности i
jk , значит, связ-

ность является плоской, то есть 0i
klsR . Тогда (2.6) упрощает-

ся и принимает вид i
k

k
j

i
j ffD  )( . Будем обозначать эту 

плоскую связность i
jk

f

 , то есть 

l
j

i
lk

i
jk

f

ff


 ,                                   (2.7) 

а с учетом (2.3) 

i
jk

i
l

l
j

i
jk

f

xff
k




 .                            (2.7) 

Учитывая выражение (1.3) для горизонтальных векторов, 

из (2.2) получим j
j
lk

f
l

i
j

ikjk
j

iik fffu  )(~  . Если (2.7) вы-

полняется, то пфаффовы производные iku  векторов iu  нового 
репера линейно выражаются через горизонтальные векторы 

jk~  связности l
jk

f

 , то есть mjk
j

iik XHTfu 2~   . При этом 
k

jk
j

ii fdu ~ , то есть векторы iu  переносятся параллельно в 

связности i
jk

f

 , если они смещаются в горизонтальном под-

пространстве mXHT 2 .  

Утверждение. Невырожденный тензор i
jf , удовлетворя-

ющий уравнениям (2.1), порождает объект i
jk

f

  (2.7) плоской 

связности. 
Обратно, если связность является плоской, то векторы iu  

переносятся абсолютно параллельно, ковариантные производ-
ные (2.5) равны нулю, а объект связности выражается по фор-
муле (2.7), то есть объект связности порождается невырож-
денным тензором i

jf .  
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Замечание. В [8] эта задача была решена чисто аналитиче-

ски: набор тензоров i
jf  со специальными полями   

ki
lk

l
j

i
k

k
j

i
j ffdf      )0)(det( i

jf  

позволяет построить объект плоской связности i
lk , то есть 

аффинная связность, порожденная пфаффовыми производны-
ми этого специального невырожденного тензора, является 
плоской. 

Замечание. Если i
j

i
j xf  , то сравнивая (2.1) с i

jdx , полу-

чим l
j

i
lk

i
jk xxf  . Тогда из (2.7) следует, что i

jk
i
jk xF   — 

простейшая связность. 
Подставляя (2.7) в (2.3), получим 

)( i
kl

i
kl

f
k
j

i
kl

k
j

i
kl

f
k
j

i
j xfxfff

l
  .             (2.9) 

Используя объект деформации i
kl

i
kl

f
i
kl

f

x   связности 

i
kl

f

 , выражение (2.9) запишем в виде i
kl

f
k
j

i
j ff

l
  , откуда 

деформация i
jk

f

  связности i
jk

f

  выражается по формуле  

i
l

l
j

i
jk

f

ff
k 


,                               (2.10) 

или (подробно) i
sl

l
k

s
j

i
jk

f

fxf 


 . Подставляя i
sl

l
k

s
j

i
jk fxf 


  

в выражения (1.2) для кручения и кривизны, получим  

i
s

s
j

i
sl

l
k

s
j

i
jk

f
i
jk

f

fffxfT
k ][][][  


,    0i

jkl

f

R . 

Симметрия и несимметрия объекта связности не связана с 

симметрией или несимметрией слоевых координат i
jkx .  
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Теорема. Невырожденный тензор i
jf , удовлетворяющий 

уравнениям (2.1), порождает тензор деформации i
jk

f

  несим-

метрической плоской связности i
jk

i
jk

f
i
jk

f

x   

i
sl

l
k

s
j

i
jk

i
jk

f

fxfx 


  

с кручением i
sl

l
k

s
j

i
jk

f

fxfT 


][ . 

Известно, что пространства нулевой кривизны характери-
зуются существованием n независимых полей абсолютно па-
раллельных векторов или ковекторов [6, с. 134—136].  

Рассмотрим плоскую аффинную связность, заданную не в 
расслоении линейных реперов, а на самом многообразии. При 
таком рассмотрении компоненты объекта связности зависят от 

локальных координат ix , а величины i
kx , i

jkx  — это матрицы 

частных производных преобразования )( jii yxx  . Возьмем m 

тензоров )...,,( i
m

i
1 ff , в совокупности образующих невырож-

денный объект )( i
jff   )0)(det( i

jf , со следующим законом 

преобразования при переходе к новым координатам: 

i
k

k
j

i
j xff


 ,     i

k
k
j

i
j xff  ,                      (2.11) 

при этом )( ki
j

i
j xff  . Дифференцируя выражение (2.112) по 

k
lx , получим 

l
t

t
j

i
k

i
k

l
s

s
t

t
j

i
s

l
k

s
j

i
j

l
k xfxfxff


  , 

что совпадает с (2.42). Из (2.112) выразим i
k

k
j

i
j fxf



 .  
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Рассмотрим объект (ср. [6, с. 135]) 
k

i
ll

j
i
jk

x

f
fF







, тогда, 

преобразуя 
k

i
ll

j
i
jk

y

f
fF







, получим закон аналогичный закону 

для компонент связности (см. [8; 11, p. 246]) 

i
p

p
jk

i
s

s
pt

t
k

p
j

i
jk xxxFxxF


 .  

Аналогично можно рассматривать абсолютно параллель-
ные ковекторные поля ji

j
i f    для плоской аффинной связ-

ности. 

3. Симметрическая плоская связность i
lk

fs

 . Абсолютно 

параллельные ковекторные поля ji
j

i f    порождают плос-

кую связность, но не симметрическую. Для задания плоской и 
симметрической связности рассмотрим формы 

ji
j

i sds  ,                                    (3.1) 

где )( jii xss   — функции базисных координат xi, причем 

0)det( i
js ; )...,,()( m1i ssss   — набор функций. Выраже-

ние на пфаффовы (обобщенные) производные i
js  имеет вид    

i
k

k
j

i
j sxs 


.                                   (3.2) 

Равенство (3.2) можно записать в виде ii
j ss

j , где 

)()( j
ii

j
i dsss

j
  . Продолжая (3.1), получим уравнения 

на производные i
js : 

ki
jk

k
j

i
k

i
j ssds       ( i

kj
i
jk ss  ).                   (3.3) 
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Действуя формами ji
j

i sds   на векторы j
j

ii fu  , полу-

чим k
j

i
kl

l
j

ki
kj

i fsfsuds  )()(  . Кобазис }{ ids  сопряжен бази-

су }{ iu , если i
j

k
i

i
k fs  , то есть k

i
i
k fs


 . Тогда из (3.2) следует 

j

k
i
k

i
j

s

x
xs







.                                   (3.4) 

Пусть ковекторы ids  (3.1) переносятся абсолютно парал-

лельно. Из уравнений (3.3) следует, что ковариантные произ-
водные объекта i

js  в связности i
jk  имеют вид 

l
jk

i
l

i
jk

i
jk sss   и обращаются в нуль, если l

jk
i
l

i
jk ss  , то 

есть l
jk

i
l

i
jk ss


 . Поскольку ковариантные производные i

jk s  

равны нулю, а пфаффовы производные l
jks  симметричны, то 

кривизна и кручение этой связности (3.5) равны нулю. Обо-

значим ее объект i
lk

fs

 , то есть  

l
jk

i
l

i
lk

fs

ss


 .                                  (3.5) 

Из уравнений (3.3) следует, что l
jk

i
l

i
jkk

i
j xssds )(  или 

l
jk

i
l

i
jk

i
j xsss

k
 . Значит, пфаффовы производные i

jks  имеют 

вид  

l
jk

i
l

i
j

i
jk xsss

k
  .                              (3.6) 

Из соотношений (3.5, 3.6) следует, что  

i
j

l
jk

i
lk

fs
i
l sxs

k  )( , 
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откуда для деформации i
jk

fs

  связности i
lk

fs

  (3.5) имеем 

l
j

i
l

i
jk

fs

ss
k 


, 

а с учетом (3.4) получим симметричную деформацию 

l
pq

q
k

p
jl

t
i
t

i
jk

fs

sxx
s

x
x 






  

и симметричную связность l
pq

q
k

p
jl

t
i
t

i
jk

i
jk

fs

sxx
s

x
xx 






 . 

Если считать, что наборы }{ ids , }{ iu  сопряжены, то есть 

i
k

i
k As


 , то l

j
i
l

i
jk AA

k


  , а учитывая k

j
i
k

i
j AA


 , получим 

i
l

l
j

i
jk AA

k 


, что совпадает с (2.10). Но там i
jA  не являются 

производными, а в данном случае i
j

i
j As

*

  это пфаффовы про-

изводные.  

Замечание. Если ii xs  , то i
j

i
j xs  , i

jk
i
jk

fs

x . Базисные 
ix  и слоевые координаты i

jx  являются генераторами [8] про-

стейшей связности i
jk

i
jk x

0

 .   

Если объект аффинной связности строится в результате 
двукратного вычисления пфаффовых производных объекта 

,is  то кривизна и кручение этой связности равны нулю.  

Обратимся снова к связности, заданной на многообразии, а 
не в расслоении. Рассмотрим формы 

ji
j

i dxsds  , 

где )( jii xss   — функции базисных координат xi, i
k

i
j ss  , 

причем 0)det( i
js . Поскольку )...,,()( m1i ssss   — набор 
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функций, то набор их градиентов i
js  образует набор ковари-

антных тензоров, для которых ковариантные производные 
имеют вид l

jk
i
l

i
jk

i
jk sss  . Обращение их в нуль дает 

i
jk

l
jk

i
l ss  , откуда 

kj

t

t

i
i
jk

xx

s

s

x







 . Этот объект удовлетво-

ряет уравнениям для компонент объекта связности; он сим-
метричен и его кривизна равна нулю. Таким образом, спра-
ведлива 

Теорема. Объект  

kj

t

t

i
i
jk

xx

s

s

x







 , 

порожденный функциями )( jii xss   (причем 0)det(  i
k s ), 

является объектом симметричной и плоской аффинной связ-
ности на многообразии.  
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