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К ГЕОМЕТРИИ РЕЗНЫХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 
 

Изучается резная гиперповерхность в евклидовом про-

странстве 
nE . 

 
Резными называются поверхности, у которых плоскости одного 

семейства плоских линий кривизны ортогональны поверхности. Се-
мейство плоских линий кривизны рассматриваемой поверхности бу-
дет геодезическим [1, с.374]. Резную поверхность можно рассматри-
вать как поверхность, составленную из ортогональных траекторий 
однопараметрического семейства плоскостей. Дадим следующее 

Определение. Гиперповерхность M  называется резной, если 

одна линия кривизны – геодезическая, а )n( 2 -распределение  , 

ортогональное касательному к ней, является инволютивным. 

В этом случае геодезическая линия кривизны   – плоская, а ин-

тегральные многообразия инволютивного распределения   опреде-

ляют )n( 2 -мерные ортогональные траектории Q . 

Обозначим через U),n,...,i(X i 21   – орты главных направле-

ний, ,ki k  – главные кривизны гиперповерхности M , причем k,U  

соответствуют геодезической линии  . Если главные кривизны от-

личны от нуля, то определены фокальные гиперповерхности 

)F(),F( i  конгруэнции нормалей гиперповерхности M , где 

;n,...,i;kk;n
k

rF;n
k

rF i

i

i 210
11

  r  – радиус-вектор 

текущей точки гиперповерхности M; n-орт нормали. Ранее были по-
лучены следующие результаты [2]. 

Теорема А. Если резная гиперповерхность в nE не имеет равных 

главных кривизн, то n-2 фокальные гиперповерхности 21  n,...,i),F( i  

конгруэнции нормалей – 1-параболические. 

Теорема B. Если резная гиперповерхность в nE не имеет равных 

главных кривизн, то прямолинейные образующие фокальных гипер-
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поверхностей 21  n,...,i),F( i  конгруэнции нормалей принадлежат 

2-плоскости, содержащей геодезическую линию кривизны. 
В данной работе продолжается исследование гиперповерхностей 

)F(),F( i . 

Теорема 1. Если резная гиперповерхность M  в nE не имеет равных 

главных кривизн и ,k 0  то фокальная гиперповерхность )F( конгруэн-

ции нормалей – резная. 

Теорема 2. Если все фокальные гиперповерхности ),F( i  21  n,...,i  

цилиндрические, то прямолинейные образующие цилиндров параллельны. 

Теорема 3. Если все фокальные гиперповерхности ),F( i  

21  n,...,i  цилиндрические, то (n-2)-поверхности Q  принадлежат 

параллельным гиперплоскостям, ортогональным прямолинейным 
образующим цилиндров. 

1. Основные формулы. Рассмотрим гладкую гиперповерхность в 

евклидовом пространстве nE . Обозначим )M(F – R-алгебру диффе-

ренцируемых на M  функций; q

sT – F-модуль дифференцируемых на 

M тензорных полей типа )s,q( ; )M( алгебру Ли векторных полей 

на M ;  дифференцирование; ,  скалярное произведение в nE . 

Формулы Гаусса-Вейнгартена гиперповерхности M  имеют вид 
[3, с. 36] 

 AXn,n)Y,X(YY XXX   ,  (1) 

где  )Y,AX(g)Y,X(),M(Y,X),M(TA 1

1 вторая фундамен-

тальная форма, A  оператор Вейнгартена;   связность Леви-

Чивита метрики Y,X)Y,X(g  . 

Выполняются уравнения Гаусса-Кодацци 

 ,AY)Z,X(AX)Z,Y(Z)Y,X(R   ,)Y,X(dA 0   (2) 

где  ZZZZ)Y,X(R ]Y,X[XYYX тензор кривизны связ-

ности  ;  ]Y,X[AAXAY)Y,X(dA YX внешний диффе-

ренциал поля A  в связности  . 

Так как U,n,...,i,X i 21   – орты главных направлений, ,ki k  – 

главные кривизны гиперповерхности M , причем k,U  соответству-

ют геодезической линии  , то 
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 kAU,XkAX iii  .U,U U 0  (3) 

Кроме того, 

 ;X,X,U,U,U,X iiUXiU i
000   

 .X,UU,X jXjX ii
0  (4) 

Из равенства 0)U,X(dA i  в силу (3; 4) получим 

 210  n,...,i,kX i ; (5) 

 ;
kk

Uk
h,Xh)U(

i

i
iii

i

X i


  (6) 

 ,ji,)X)(kk()U)(kk( j

iUji

j

Xj i
 0  (7) 

где i(.) составляющая, параллельная iX . Так как по условию 

 )n( 2 распределение  , определяемое полями 21 nX,...,X , инво-

лютивное, то 

 ,)X()X(]X,X[ iXjXji ji
0   (8) 

где (.) составляющая, параллельная U . Рассмотрим 

 
.]X,X[AXkX)kX(Xk

X)kX(]X,X[AAXAX)X,X(dA

jiiXiiijjXj

jjijiiXjXji

ji

ji

0


 

Используя (8) и приравнивая нулю составляющую, параллель-
ную U , получим 

 .)X(k)X(k iXijXj ji
0   (9) 

При 0 ji kk  из (8; 9) имеем 

 .ji,)X( jX i
  0  (10) 

Из равенств (4; 10) имеем .ji,U,X
iXj  0  В силу (6; 4) получим 

 .
kk

Uk
h,XhU

i

i
iiiX i


  (11) 

Из (4; 7; 11) следует, что 

 .X iU 0  (12) 

Рассмотрим .UUUU)U,X(R ]UX[XUUXi iii
  Имеем 

 ,XhXU]U,X[ iiiUXi i
 .X)hUh(U)U,X(R iiii

2  
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С другой стороны, в силу (2) .XkkU)U,X(R iii   Откуда 

 .hkkUh iii

2  (13) 

2. Доказательство теоремы 1. Если 0k , то рассмотрим фо-

кальную гиперповерхность ).F(  Имеем 

 .n
k

kU
F,X

k

kk
F

Ui

i

X i 2



  (14) 

Таким образом, FnU  есть орт нормали к гиперповерхности ).F(   

Рассмотрим отображение FM:f  . Имеем 

 ;n
k

kU
dfU,X

k

kk
dfX

i

i

i 2



  

 ;
kk

kh
k,dfXkXhn)U,X(bUUn

i

i
iiiiiiXX

F

X iii


  

 .
kU

k
k,dfUknkn)U,U(bUUn

UU

F

U

3


  

Главные направления U,X i  гиперповерхности M  при отобра-

жении df  перешли в главные направления dfU,dfX i  гиперповерх-

ности )F( , вектор n  есть орт главного направления dfU , а линия 

)(f~    есть линия кривизны на )F( . Соприкасающаяся плос-

кость )~(  кривой ~  определяется векторами n,n U , т.е. 

 U,n)~(  . Плоскость )~(  проходит через нормаль UnF  . 

Таким образом, линия кривизны )(f~    есть геодезическая, а ги-

перповерхность )F(  есть резная гиперповерхность. 

Следствие. Линия  )(f~  плоская. 

Доказательство. Рассмотрим соприкасающуюся плоскость 

 U,n)~(   кривой )(f~   . Так как )~(U),~(n
UU

  , 

то соприкасающаяся плоскость   есть постоянная вдоль кривой 

)(f~   , следовательно, кривая  )(f~  плоская. 

3. Доказательство теоремы 2. Так как 

,n)
k

X(F
i

i

i

X i

1
 ,ji,X

k

kk
n)

k
X(F j

i

ji

i

j

i

X j





1
),nhUk(

k

kk
F ii

i

ii

U 



2

 

 )n)U,U(U(kU)Uk()nhUk( UiiiiU  ),nhUk(hUkhn)Uh( iiiii   
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то нормалью in  к гиперповерхности iF  является орт iX . А так как 

,Xn iU

i

U 0  то гиперповерхность )F( i  имеет нулевую глав-

ную кривизну, т.е. является 1-параболической [4]. Интегральной 

кривой поля U  на гиперповерхности )F( i  соответствует прямая 

линия с направляющим вектором .nhUkl iii   

Потребуем, чтобы гиперповерхность )F( i  была цилиндриче-

ской. Тогда iX l
j

 // il . Имеем 

  jjiijjXiijiX Xkhn)hX()n)U,X(U(kU)kX(l
jj

  

 n)hX(X)khhk(U)kX(
ijjjijiij

 // .nhUk ii   

Таким образом, 

 .
h

hX

k

kX
,hkhk

i

ij

i

ij

ijji
  (15) 

Положим .t
k

h

k

h

j

j

i

i   Формулы (15) примут вид: 

 .tX,tkh
jii

0  (16) 

Таким образом, )tnU(kl ii   и все образующие цилиндров парал-

лельны. 
4. Доказательство теоремы 3. Рассмотрим соприкасающееся про-

странство )Q( к (n-2)-поверхности Q . Оно определяется векторами 

iXi X,X
j

 . Имеем в силу (10) ji,X
iX j

  . Дифференцируя равенст-

во 0U,X i  вдоль iX  и используя (11), получим  )X( iX i
Uhi , 

 iX X
i

)ntU(knkUh
iii

 . Откуда следует, что вектор tnUl   

есть нормаль )Q( , он постоянный и )Q(Q  . 
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ТРИ РАССЛОЕНИЯ ПРОЕКТИВНОЙ ГРУППЫ 

 

Рассмотрена группа преобразований GP(n) n-мерного про-
ективного пространства Pn, выделяемая факторизацией из ли-
нейной группы GL(n+1). Проективная группа GP(n) содержит 
аффинную группу GA(n), коаффинную группу GA*(n) и линей-
ную группу GL(n), являющиеся подгруппами стационарности 

гиперплоскости Pn-1, точки А и 0-пары (A,Pn-1), APn-1. Показа-
но, что проективная группа GP(n) представляется в виде трех 
главных расслоений, типовыми слоями которых являются под-
группы GA(n), GA*(n) и GL(n): 1) аффинных реперов над двой-
ственным проективным пространством гиперплоскостей 

)n,n(GrP*

n 1  – многообразием Грассмана гиперплоско-

стей; 2) коаффинных реперов над исходным проективным про-
странством Рn = Gr(0,n) – многообразием Грассмана точек;  
3) линейных реперов со связностью над 2n-мерным простран-
ством 0-пар П2n – подмножеством неинцидентных пар (A,Pn-1) 

прямого произведения ).n,1n(Gr)n,0(GrPP *

nn   

 

1. Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвижному 

реперу {A,AI} (I,J,K,L = n,1 ). Деривационные формулы вершин ре-

пера имеют вид 

 ,AAAdA,AAdA
IJ

J

IIII

I   (1) 

причем базисные формы I

I

J

I ,,   эффективно действующей в про-

странстве Pn проективной группы GP(n) удовлетворяют структурным 

уравнениям (см., например. [1, с. 173]): 




