
А. Я. Султанов, Г. А. Султанова 

157 

 

УДК 514.76 
 

А. Я. Султанов1, Г. А. Султанова2 
1, 2 Пензенский государственный университет, Россия 

1 sultanovaya@rambler.ru, 2 sultgaliya@yandex.ru 
1 

Аффинные преобразования касательного расслоения 
со связностью полного лифта над многообразием 

с линейной связностью специального типа 
 
Получены точные оценки сверху размерностей ал-

гебр Ли инфинитезимальных аффинных преобразова-
ний в касательных расслоениях со связностью полного 
лифта в случае, когда базовое пространство является 
многообразием, снабженным непроективно-евклидовой 
линейной связностью специального типа. 
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1. Основные определения и факты 

 

Пусть M  — дифференцируемое многообразие класса C  
размерности n, ),,( MTM   — его касательное расслоение с 

канонической проекцией  , 0 1 0= { | , , = 1,a b a b R      
1 2( ) = 0}  — алгебра дуальных чисел со стандартным базисом 

),( 10  , *  — векторное пространство линейных форм, за-
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данных на А и принимающих значения в поле R действитель-

ных чисел. На * выберем дуальный базис 0 1( , )   к базису 

),( 10  . Определим произведение *a b , где * *A , Aa b  , 

условием * *( ) ( )a b с a bс   для любого Ac . Обозначим через 

( )C M  алгебру гладких класса C  функций, заданных на М. 

Каноническая проекция MTM :  для каждой функ-

ции ( )f С M  позволяет определить функцию ff =(0) , 

называемую вертикальным лифтом функции f . Если )( ix  — 

локальные координаты в некоторой окрестности MU  , то в 
1( )U TM    возникают естественные локальные координа-

ты ),( 10
ii xx . Закон преобразования этих координат при пере-

ходе от локальной карты ),),(( 10
1 ii xxU  к локальной карте 

),),(( 10
1 ii xxV  имеет вид [9] 

.=),,...,(= 1
0

0
10

1
000

k
k

i
inii x

x

x
xxxxx




                     
(1) 

Для каждой функции ( )f С M  можно построить ее 

естественный лифт (1)f , называемый полным лифтом функции 

f  с базы M  в его касательное расслоение ,TM  следующим 

образом: .)(= 1(0)(1)
j

j xff   Функции (0)f  и (1)f  позволяют оп-

ределить на TM  функцию Af  со значениями в А  формулой 
A ( 0,1)f f 

   . Функция Af  называется естественным 

продолжением функции f из M в TM. Композицию * Aa f  обо-

значим через *( )
.

a
f  Если * ,a a

 то * ( )( )
,

a
f a f




  причем 

0 1( ) (0) ( ) (1),f f f f   . 
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Введем понятия лифтов векторных полей, полного лифта 
линейной связности  , тензорных полей типа (1,1) с базы в 
касательное расслоение. 

Определение. Пусть )(1
0 MX  , где )(1

0 M  — модуль 

векторных полей, заданных на многообразииM  над алгеброй 

( ), A.С M a   Единственное векторное поле ( )aX , удовлетво-

ряющее условию * *

( )

( ) ( )
( )a

b a b
X f Xf


 , называется (a)-лифтом 

векторного поля X в касательное расслоение TM. 

Векторное поле 
0( )X  , которое для краткости обозначим 

символом (0)X , называется полным лифтом, а 
1( ) (1)X X   — 

вертикальным лифтом векторного поля Х. В локальных 
координатах эти векторные поля имеют вид [2; 9]  

.)()(=,)(= 1
1(0)

0
(0)

(0)1
(0)

(1)
i

ji
ji

i
i

i xXXXXX          (2) 

Предположим, что на многообразии M  задана линейная 

связность  , компонентами которой в карте ),( ixU  являются 

функции i
jk . На касательном расслоении TM  существует 

единственная линейная связность (0) , называемая полным 
лифтом связности   и удовлетворяющая условию [2]:  

,)(= )()((0)
)(

ab
X

b
aX

YY                               (3) 

где .,),(, 1
0 A baMYX  

Пусть )(1
1 MG  , где )(1

1 M  — )М(С -модуль тензор-

ных полей типа (1,1), заданных на многообразииM . 

Определение. Векторное поле 1
1(0))(= j
ij

i
V xGG   назы-

вается вертикально-векторным поднятием [7], а векторное 

поле ))(()(= 1
1(0)

0
1(0) p

sp
jsj

ij
i

H xxGG   — горизонтально-век-

торным поднятием [8] аффинораG . 
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2. Инфинитезимальные аффинные преобразования  
касательного расслоения со связностью полного лифта 

 

Определение [1]. Векторное поле )(
~ 1

0 TMX   называет-

ся инфинитезимальным аффинным преобразованием связно-
сти (0) , если  

0,=(0)
~
X

L                                         (4) 

где 
X

L~  — символ производной Ли вдоль векторного поля 

).(
~ 1

0 TMX   

Здесь тензорное поле (0)
~
X

L  типа (1, 2) определяется тож-

деством 

   
(0) (0) (0) (0)

[ , ]( , ) = ( ) .Y Y X YX X X
L Y Z L Z L Z Z        

        (5) 

В дальнейшем мы предполагаем, что линейные связности 
  на базе M  не имеют кручения, то есть для каждой связ-
ности   тензорное поле кручения 0T  , где Т задается усло-
вием ],[=),( YXXYYXT YX  .  

Полагая в (5) 
jY =

~
, 

kZ =
~

 и ,i
i i i

X X
x

 





   


 , по-

лучим, что в координатной форме уравнение (4) равносильно 
системе дифференциальных уравнений в частных производ-
ных второго порядка для компонент векторного поля 

i
iX X 

   

= 0.i i m i m m i m i
j k mk j jm k jk m m jkX X X X X         

                   (6) 
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Условием интегрируемости этой системы является равен-

ство 0=
~

~ RL
X

, которое в локальных координатах равносильно 

соотношениям 

= 0,i m i m i m m i m i
mkl j jml k jkm l jkl m m jklR A R A R A R A X R         

               

где .= m
l

m
l XA 


   

Известно [6], что инфинитезимальное аффинное преобра-

зование X
~

 связности (0)  в TM  представимо в виде 

,=
~ (1)(0)  HV FGYXX                         (7) 

где YX ,  — векторные поля, GF ,  — тензорные поля типа (1,1) 
на многообразии М, удовлетворяющие условиям:  

0;=0;=0;=0;= FGLL YX   

0.=0,== i
m

m
jkl

m
k

i
jml

i
m

m
jkl

m
k

i
jml GRGRFRFR   

В работе [4] было показано, что множество L
~

 всех инфи-
нитезимальных аффинных преобразований пространства 

),( (0)TM  относительно естественных операций сложения, ум-
ножения на скаляры из R  и операции коммутирования обра-
зует алгебру Ли, которая как векторное пространство разлага-
ется в прямую сумму векторных пространств ( 0,1,2,3)L   , 
причем ее размерность не больше ,nn 1)(22   где n — размер-

ность многообразия M. Подпространства 3)2,1,0,=(L  яв-

ляются ее подалгебрами Ли векторных полей вида 
(1)(0),YX , 

VG , HF  соответственно. Тогда  
0 1 2 3dim = dim dim dim dim .L L L L L    

Размерности подалгебр 0L  и 1L  равны размерности алгеб-
ры Ли )(g  инфинитезимальных аффинных преобразований 

пространства ).,( M  
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3. Оценка размерностей алгебр Ли  

инфинитезимальных аффинных преобразований  

пространств ),( (0)TM  

 
В этой части работы будем исследовать алгебры Ли инфи-

нитезимальных аффинных преобразований пространств 

),( (0)TM  над многообразием М, снабженным линейными связ-

ностями, тензорные поля кривизны которых удовлетворяют сле-
дующим условиям: 

1) компоненты вида 1

322

i

iiiR  равны нулю в каждой коорди-

натной окрестности каждой точки Mp  для попарно раз-

личных индексов 321 ,, iii ; 

2) существует координатная окрестность ),( ixU  точки 

q M , в которой компонента вида 1

432

i

iiiR  в точке q  отлична 

от нуля для некоторых попарно различных индексов 1 2 3 4, , , ;i i i i  

3) в тождестве Бианки в равенстве, содержащем компонен-
ту, о которой говорится в условии (2), только два отличных от 
нуля слагаемых. 

Оценим размерности алгебр Ли 0L  и 1L . А. Я. Султановым 
доказано [3], что максимальная размерность алгебр Ли )(g  

для связностей  , удовлетворяющих перечисленным выше 

условиям (1), (2) и (3), равна точно 4)(632  nnn . 

Поэтому 12.62= 210  nndimLdimL  

Для оценки размерности подалгебры 2L  рассмотрим про-

странство решений уравнения 0=G , где )(1
1 MG  , рав-

носильного системе дифференциальных уравнений в частных 

производных первого порядка .0=i
pj

p
k

p
kj

i
p

i
kj GGG    Ус-
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ловия интегрируемости 0=m
kjl

i
m

i
mjl

m
k RGRG   запишем следую-

щим образом: 0,=)( m
h

h
m

i
kjl GK  где по определению  

.=)( h
kjl

i
m

i
mjl

h
k

h
m

i
kjl RRK    

Матрица D  системы 0=)( m
h

h
i

i
kjl GK , составленная из 

коэффициентов при неизвестных  

4)>1,>(,,,,,,,,,,,, 3
2

2
3

4
3

3
4

4
2

2
4

4
4

3
3

2
2

432
1 kiGGGGGGGGGGGGG kkk
i  

в уравнениях ,
234
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  ,4)>1,>( sj  имеет следую-

щее строение: 

,

)(000000000000

*00000000000

**0000000000
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****00000000
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b

b
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a

a

a

D

 

где kI  — единичная матрица порядка k , .=,= 1
432

1
243 bRaR  

Ранг матрицы D  равен 44 n  при условии 

( ) 0.b a b   Тогда 4422  nndimL  [5]. 
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Рассмотрим теперь случай, когда 0=)( bab  . Тогда имеет 

место одно из условий:  

(а)  ;= ab   

(b)   0=b .  

Одновременно множители b  и ba   не могут обращаться 
в нуль в силу условия 0a . Учитывая, что  

),(=,=,= 1
324

1
432

1
243 baRbRaR   

получим, что условие (a) имеет место тогда и только тогда, 
когда  

0,=,=,=)( 1
324

1
432

1
243 RaRaRa   

а условие (b) равносильно следующей системе соотношений:  

.=0,=,=)( 1
324

1
432

1
243 aRRaRb   

Система )(b  может быть сведена к системе )(a . Учиты-

вая это, делаем вывод, что ранг матрицы D  будет равен 
33 n . Следовательно, размерность пространства решений 

уравнения 0=G  не превосходит 332  nn . Поэтому 

3.322  nndimL  

Оценим размерность подалгебры 3L . Для этого исследуем 

пространство решений уравнения 0=F , где )(1
1 MF  , 

которое равносильно в локальных координатах системе 
дифференциальных уравнений  

0.=i
pj

p
k

p
kj

i
p

i
kj FFF    

Первую серию условий интегрируемости этой системы 
дифференциальных уравнений составляет система линейных 

однородных уравнений относительно неизвестных m
jF :  

0.=0,=0,=0,= m
jkl

i
m

i
jkm

m
l

i
jml

m
k

i
mkl

m
j RFRFRFRF  
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Эту систему можно представить в виде системы 

( ) = 0 ( = 1,2,3)i h m
jkl m hP F  , где по определению  

.=)(,=)(,=)( 321
h
jkl

i
m

h
m

i
jkl

i
jml

h
k

h
m

i
jkl

i
mkl

h
j

h
m

i
jkl RPRPRP   

Матрица N , составленная из коэффициентов при неизвест-

ных 1)>(1),>(1),>(, 432
1 pFlFkFF plk
i  в уравнениях 

1)>1,2,3,=(0,=)(0,=)(0,=)(0,=)( 1
32

1
42

1
34243 sPPPP h

ms
h
ms

h
ms

h
m

j   
имеет следующий вид:  

1

1

1

* * *

0 * *
= .

0 0 *

0 0 0

n

n

n

n

aI

aI
N

aI

aI







 
  
 
 

 

 

Ранг этой матрицы равен 34 n . Поэтому размерность про-

странства решений уравнения 0=F  не более 3.42  nn  
Отсюда следует, что  

3).>3(423 nnndimL   

Таким образом, размерность алгебры Ли инфинитезималь-

ных аффинных преобразований пространства ),( (0)TM

3).>18(134
~ 2 nnnLdim   

Для доказательства точности приведенной границы оценки 

рассмотрим пространство (R , )n  , где линейная связность   

определяется следующими коэффициентами: ,== 41
32

1
23 x  

другие 0=i
jk . Тензорное поле кривизны R  этого простран-

ства имеет только следующие отличные от нуля компоненты: 

1== 1
243

1
234 RR , а также 1 1

342 324= = 1,R R  0== 1
432

1
423 RR  . 
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В случае, когда тензорное поле R связности  удовлетво-
ряет условиям (1) и (2), размерность алгебры Ли инфини-
тезимальных аффинных преобразований не больше, чем 

2 3 8.n n   Этот факт был доказан И. П. Егоровым и Г. Врэн-
чану. Приведенный пример пространства для установления 
точности оценки n2

 – 3n + 8 принадлежит Г. Врэнчану. Однако 
И. П. Егоровым было показано [1], что базис алгебры Ли (R )ng  

инфинитезимальных аффинных преобразований исследуемого 

пространства (R , )n   составляют векторные поля:  

1 2 1 3 2 3 2
1 2 3 1 2 1 3 4 1 1

3 4
1 1

, , , , , , ,

, , , ( > 4, 1).k
l l

x x x x x x x

x x x l k

            

    
     (8) 

Откуда следует, что размерность алгебры (R )ng  равна 
2 3 6.n n   

Для получения базисных векторных полей алгебр 
10, LL  на 

RnT  со связностью (0) для приведенной выше связности   
вычислим полные и вертикальные лифты этих векторных 
полей. 

Полные лифты векторных полей имеют вид  

,,, 0
3

0
3

0
1  ,1

1
3
0

2
1

1
1

3
1

2
0

0
4  xxxx                  (9) 

,, 1
1

3
1

0
3

3
0

1
1

1
1

0
1

1
0

1
2

2
1

0
2

2
0

1
1

1
1

0
1

1
0  xxxxxxxx  

1).4,>(,,,, 1
1

0
0

01
1

4
1

0
1

4
0

1
1

3
1

0
1

3
0

1
1

2
1

0
1

2
0  klxxxxxxxx l

k
l

k
l  

Вертикальными лифтами этих же векторных полей будут 

следующие векторные поля на R :nT  

,,,,,, 1
1

3
0

2
0

1
4

1
3

3
0

1
1

1
0

1
2

2
0

1
1

1
0

1
3

1
2

1
1  xxxxxx        (10) 

1).4,>(,,,, 1
0

11
1

4
0

1
1

3
0

1
1

2
0  klxxxx l

k
l  
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Таким образом, 0 1 2(R ) (R ) = 2 6 12n ndimL dimL n n    для 
(0)( R , )nT  . 

Для подалгебры 2L  на (0)( R , )nT   из условий интегрируе-

мости 0=m
kjl

i
m

i
mjl

m
k RGRG   уравнения 0=G  имеем:  

3 1 2 3
3 1 3 2= 0, = 0, = 0,G G G G

 
2 3 2 1

1 2 1= 0 ( >1), = 0 ( > 4), = 0 ( > 4) ( > 4), = 0.i
k kG i G k G k k G G  

Общее решение системы дифференциальных уравнений 

0=h
ijG  зависит от 332  nn  произвольных постоянных и 

является линейной комбинацией следующих линейно незави-
симых тензорных полей типа (1,1):  

1 2 3
1 2 3

1

,

( > 1), ( > 3, > 1).n k
h

dx dx dx

dx n dx h k

       

   
 (11) 

Базис алгебры 2L  составляют векторные поля, которые по-
лучаются из (11) с помощью V -лифта:  

1).>3,>(1),>(, 1
1

1
11

1
3

3
1

1
2

2
1

1
1

1
1 khxnxxxx h

kn      (12) 

Следовательно, размерность алгебры Ли 2L  инфинитези-

мальных аффинных преобразований пространства 
(0)( R , )nT   

равна 3.32  nn  

Для тензорного поля 1
1(R )nF  первая серия условий 

интегрируемости уравнения 0=F  сводится к соотношениям  

1).>(1),>(0=1),>(0=,0= 432
1 pFlFkFF plk
i  

Общее решение системы 0=h
ij F  зависит от 342  nn  

произвольных постоянных и является линейной комбинацией 
следующих линейно независимых тензорных полей типа (1,1):  



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

168 

1),>4,>(1),>(1 khdxkdx k
h

k              (13) 

которые составляют базис пространства решений уравнения 
0.=F  
H -лифты этих тензорных полей образуют базис алгебры 

3L  пространства (0)( R , )nT   и имеют вид  

1)>4,>(1),>( 0
1

0
11 khxkx h

kk                   (14) 

Таким образом, максимальная размерность пространства 

решений уравнения 0=F , а значит, и алгебры Ли 3L  равна 

точно 3).>(342 nnn   

Точность оценки 3)>(18134
~ 2 nnnLdim   доказана. 

Имеет место 

Теорема. Максимальная размерность алгебр Ли L
~

 всех ин-
финитезимальных аффинных преобразований пространства 

TM  со связностью полного лифта (0)  над многообразием M , 
снабженным связностью   и удовлетворяющим условиям (1) и 

(2), равна точно 18134 2  nn 4)( n . 
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