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 г. Калининград) 
 

ШЕСТЬ ТИПОВ ИНДУЦИРОВАННОЙ 

ГРУППОВОЙ СВЯЗНОСТИ НА СЕМЕЙСТВЕ 

ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 
 

Исследуется семейство центрированных плоско-
стей в проективном пространстве. Описаны фактор-
расслоения главного расслоения, ассоциированного с 
данным семейством. Показано, что композиционное 
оснащение семейства, состоящее в задании полей ана-
логов плоскостей Картана и нормалей 2-го рода Норде-
на, индуцирует 6 пучков групповой связности, в каж-
дом из которых выделяется по одной связности. 

 

§ 1. Понятие многообразия rB  центрированных плоскостей 
 

Индексы в работе принимают следующие значения: 

 nKJI ,1,,  ; nmmcba ,1,,;,1,,   ; rkji ,1,,  . 

Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAA , инфинитезимальные перемещения кото-

рого определяются формулами 

 
I

I AAdA   , AAAdA
IJ

J

III
  .  (1.1) 

Структурные уравнения 
n

P  запишем в виде 

 I

J

JID   , 
K

K

II
D   , 

 )(
K

I

JJ

I

K

JI

J

J

K

I

K
D   ,  (1.2) 

где I

JI

I  ,,  — структурные формы проективной группы 

)(nGP . 
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В пространстве 
n

P  рассмотрим m-мерную )1( nm   
центри-

рованную плоскость ),(* CLL
mm

 . Произведем специализацию 

подвижного репера },,{ AAA
a

, помещая вершину А в центр С 

плоскости *

m
L , а вершины aA  — на плоскость 

*

mL . Система урав-

нений r-мерного многообразия 
r

B  ))(1( nmnmr   центри-

рованных плоскостей 
*

mL  в параметрической форме имеет вид [1] 

 
i

aia

i

i

ia

i

a    ,, ,  (1.3) 

где формы Пфаффа 
i  являются структурными формами r-мер-

ного гладкого многообразия rV  — пространства параметров и 

удовлетворяют уравнениям 

 
i

j

jiD   .  (1.4) 

Дифференцируя уравнения (1.4) внешним образом и применяя 

обобщенную лемму Картана, получим 

 
i

jk

ki

k

k

j

i

jD   , 0 kji

jk  .  (1.5) 

Из [3] следует, что 

  ii

jk  mod0][  .  (1.6) 

Продолжая систему уравнений (1.3) с учетом (1.2) и (1.4), 

получим 

 ja

ij

a

i

a

i 
  , j

iji   , 
j

aijaiai    ,  (1.7) 

где   — дифференциальный оператор, действующий по закону 

 



  ai

j

iaj

b

abiaiai d  , 

причем 

 0][ a

ij , 

aj

a

iijij  ˆ , 0ˆ
][ 

ij , 0][ 
ija .  (1.8) 

Из уравнений (1.7) следует 
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Теорема 1.1. Совокупность функций },,{ 
aii

a

i   об-

разует тензор, содержащий 3 подтензора ,
i  },,{ a

ii 
 

},{ 
aii  . 

Систему функций },,{ 
aii

a

i   назовем фундамен-

тальным тензором 1-го порядка многообразия rB , заданного 

параметрическими уравнениями (1.3). 
 

§ 2. Расслоение, ассоциированное с многообразием rB  
 

Из уравнений (1.2) следует, что с многообразием rB  ассо-

циируется главное расслоение )( rs BG  со структурными урав-

нениями (1.4) и следующими: 

 
a

bi

ia

c

c

b

a

bD   ,  (2.1) 

 










  i

iD  ,  (2.2) 

 
a

i

iaa

b

baD 

   ,  (2.3) 

 ai

i

b

b

aaD   ,  (2.4) 

 a

aD  

  ,  (2.5) 

где 

 b

a

ic

c

ii

a

b

a

bi

a

bi  



  )( ,  (2.6) 

 








  ia

a

ii

a

aii  )( ,  (2.7) 

 
  aiai  ,   a

i

a

i  .  (2.8) 

Базой главного расслоения )( rs BG  является многообразие 

rB , а типовым слоем — s -членная подгруппа стационарно-

сти sG  ( )()1( mnmnns  ) плоскости 
*

mL . Число s  равно 

количеству форм 

  ,,,, a

aa

b . 

Ассоциированное расслоение имеет 2 простейших и 2 про-

стых [5] фактор-расслоения со структурными уравнениями: 
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1) (1.4, 2.1) — фактор-расслоение плоскостных линейных 

реперов )(2 rm
BL  с типовым слоем — линейной фактор-груп-

пой 2m
L  группы sG , которая действует неэффективно в про-

странстве направлений плоскости 
*

mL , т. е. в пространстве пря-

мых плоскости 
*

mL , проходящих через точку А; 

2) (1.4, 2.2) — фактор-расслоение нормальных линейных 

реперов )(2)( rmn
BL


 с типовым слоем — линейной группой 

2)( mn
L


, которая действует неэффективно в  1mn -мерном 

проективном пространстве mnmn PPP  1  [5], возникающем 

при факторизации по коллинеарности из  mn  -мерного ли-

нейного фактор-пространства 
11 


mnmn

LLL , причем линей-

ное пространство 
1n

L  и его подпространство 
1m

L  порождают 

проективное пространство 
n

P  и его подпространство 
m

P ; 

3) (1.4, 2.1, 2.4) — фактор-расслоение центропроективных ре-

перов   rmm BC 1  с типовым слоем — центропроективной груп-

пой  1mmC , которая действует эффективно в плоскости 
*

mL ; 

4) (1.4, 2.1, 2.2, 2.3) — фактор-расслоение  rnmnm
BH 22 

 с 

типовым слоем — группой 22 nmnm
H


, которая действует не-

эффективно во множестве направлений центропроективного 

пространства  APP nn ,*   с выделенным подмножеством на-

правлений плоскости 
*

mL . 

 

§ 3. Ассоциированные связности на многообразии 

 

Групповую связность в главном расслоении )( rs BG  зада-

дим с помощью форм 
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.~,~

,~,~,~

i

i

i

aiaa

ia

i

aai

i

ia

bi

a

b

a

b
























  (3.1) 

Компоненты объекта групповой связности },,,,{1

iai

a

ii

a

bi 



   

удовлетворяют следующим дифференциальным уравнениям: 

 
ja

bij

a

bi

a

bi   , 
j

ijii  






  ,  (3.2) 

 
j

aijaib

b

aiai   ,  (3.3) 

 
ja

ij

a

i

a

i

ba

bi

a

i  

 

,
  (3.4) 

 
j

ij

a

aiia

a

ii  

  .  (3.5) 

Из этих уравнений видно, что объект 
1  содержит 2 про-

стейших и 2 простых подобъекта: 1) 
a

bi  — объект плоскостной 

линейной связности; 2) 


i  — объект нормальной линейной 

связности; 3) },{ ai

a

bi   — объект центропроективной связности; 

4) },,{ a

ii

a

bi 

   — объект линейно-групповой связности. Эти 

подобъекты задают групповые связности в фактор-расслоениях 

ассоциированного расслоения )( rs BG , перечисленных в § 2. 

Из (3.1) с учетом (3.2—3.5) получаем структурные уравне-

ния для форм связности 

 
jia

bij

a

c

c

b

a

b RD   ~~~ ,  (3.6) 

 
ji

ijRD  









  ~~~ ,  (3.7) 

 
jia

ij

aa

b

ba RD  

  ~~~~~ ,  (3.8) 

 
ji

aijb

b

aa RD   ~~~ ,  (3.9) 

 
ji

ija

a RD  

  ~~~~~ ,  (3.10) 

где компоненты объекта кривизны групповой связности 

},,,,{1

ijaij

a

ijij

a

bij RRRRRR 

  выражаются по формулам 
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a

cj

c

ib

a

ijb

a

bijR ][][  , 










 ][][ jiijijR  , 

 
a

ji

a

bj

b

i

a

ij

a

ijR ][][][ 

  , ][][ bj

b

iaijaaijR  , (3.11) 

 ][][][ jiaj

a

iijijR 

  , 

причем альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. 

Продолжим уравнения (3.2—3.5), в результате чего полу-

чим уравнения на продолжения компонент 
1 : 

 
ka

bijk

a

bij

c

bj

a

ci

a

cj

c

bi

k

ij

a

bk

a

bij   ,  (3.12) 

 
k

ijkijjiji

k

ijkij  





















  ,  (3.13) 

 
,ka

ijk

a

ijj

a

i

a

ji

a

ij

c

j

a

ci

ca

cij

a

bj

b

i

k

ij

a

k

a

ij




















  (3.14) 

 
k

aijkaij

b

ajbibj

b

aib

b

aij

k

ijakaij   ,  (3.15) 

 
,k

ijkjiij

a

jai

a

aijaj

a

i

k

ijkij

















  (3.16) 

где 

,)( a

jbibj

a

ib

a

ijcj

c

ic

c

ijij

a

b

a

bij

a

bij 









     (3.17) 

,)( a

jaiijaj

a

ia

a

ijij

a

aijij 











     (3.18) 

   a

ij

a

ij  , 
  aijaij  .  (3.19) 

Замечание 1. Формы aij

a

ijij

a

bij  

 ,,,  симметричны по 

нижним индексам i и j: 

 0,0,0,0 ][][][][  ija

a

ijij

a

ijb  

 .  (3.20) 

Замечание 2. Уравнения (3.12) — (3.16) уточняют соот-
ветствующие уравнения работы [1]: 

Используя формулы (3.12—3.16) и (1.1), найдем диффе-

ренциальные сравнения для компонент объекта кривизны 
1R  

групповой связности 1-го порядка: 
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 0 a

bijR , 0 
ijR , 

 0 a

ij

ba

bij

a

ij RRR 

  , 0 b

b

aijaij RR  ,  (3.21) 

 0 a

aijija

a

ijij RRRR 

  . 

где символ «» означает сравнение по модулю базисных 

форм 
i . 

Теорема 3.1. Объект кривизны 
1R  образует тензор, со-

держащий 4 подтензора },{,},,{, 



 ij

a

ij

a

bijijaij

a

bij

a

bij RRRRRRR , 

которые являются тензорами кривизны подсвязностей, зада-

ваемых соответственно подобъектами 
a

bi , },{ ai

a

bi  , 

,
i },,{ a

ii

a

bi 

  . 

 

§ 4. Оснащение многообразия и индуцированные связности 
 

Осуществим композиционное [5] оснащение многообразия 

rB  полями двух плоскостей, присоединяя к каждой плоскости 
*

mL : 1) (n–m–1)-плоскость 1mnC , не имеющую общих точек с 

плоскостью 
*

mL  (аналог плоскости Картана); 2) (m–1)-плос-

кость 1mN , принадлежащую плоскости 
*

mL  и не проходящую 

через ее центр А (аналог нормали 2-го рода Нордена). Осна-

щающие плоскости 1mnC , 1mN  определим системами точек 

 AAAB a

a

   , AAB aaa  ,  (4.1) 

причем величины 
a

 ,  ,   удовлетворяют уравнениям 

 ia

i

aa    , i

ia

a    , i

aiaa   .  (4.2) 

Данные сравнения обеспечивают инвариантность плоско-

сти Картана 1mnC  и нормали 2-го рода 1mN  при фиксации 

точки А. Таким образом, плоскость Картана задается квази-

тензором },{  a
, содержащим квазитензор 

a

 . Квазитензор 
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a

  определяет )( mn  -мерную плоскость ],[ ANN mn  , 

где a

a AAN   . Плоскость mnN   является нормалью 1-го ро-

да Нордена, порожденной плоскостью Картана 1mnC , т. е. 

ACN mnmn   1 . В общем случае для определения нормали 

1-го рода mnN   не требуется задавать плоскость Картана [5]. 

Компоненты объекта связности   могут подчиняться со-

отношениям 

 

,

1





















i

a

aia

a

ia

ba

bi

a

ba

bi

a

aiia

a

ii




  (4.3) 

 







  a

i

a

i

ba

bi

a

i

ba

bi

a

i 
1

,  (4.4) 











  aiba

b

iaiab

b

ib

b

aib

b

aiai 
1

,(4.5) 

 )(
0

b

a

cc

a

b

c

ii

a

b

a

bi

a

bi M  



  ,  (4.6) 

 )(
0










  ia

a

ii

a

aii M  ,  (4.7) 

где 
a

i

a

i

a

iM  
  — тензор,    a

a
. Нулик над 

компонентами линейных связностей и единица над остальны-

ми компонентами означает, что соответствующие соотноше-

ния имеют место. 

Подставляя охваты (4.6), (4.7) подобъектов 
a

bi  и 


i  в ра-

венства (4.4), (4.5), получим: 

 )(
01

bibi

baa

i

a

i  
  ,  (4.8) 

 
  aica

c

iai M 
01

.  (4.9) 

Найдем другие соотношения на компоненты объекта связ-

ности, используя ковариантные производные от  . Для этого 
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внесем формы связности (3.1) в (4.2). Преобразуя полученные 

равенства, имеем: 

 
i

aia   , 
ia

i

a    , 
i

i    ,  (4.10) 

где в левых частях стоят ковариантные дифференциалы ком-

понент   относительно групповой связности 
1  

 a

b

abaa d  ~~  , 

 
aaa

b

baa d 

  ~~~  , 

 

  ~~~  a

ad , 

а в правых частях перед базисными формами — ковариантные 
производные 

 ai

b

aibaiai   . 

 
a

ii

aa

bi

ba

i

a

i 

   ,  (4.11) 

 iai

a

iii 

   . 

Эти ковариантные производные удовлетворяют следующим 
дифференциальным сравнениям: 

 0 ai , 0 a

i  , 0 a

a

ii   . 

Теорема 4.1. Совокупность ковариантных производных 

},,{   i

a

iai   компонент оснащающего квазитензора   

образует тензор, содержащий 3 подтензора 

},{,,   i

a

i

a

iai  . 

Обращая эти ковариантные производные в нуль, получим 

новые возможные соотношения на компоненты объекта 
1 : 

 
a

bi

b

i

aa

i

a

i  

 

2

,  (4.12) 

 
b

aibaiai  
2

,  (4.13) 

 ai

a

i

a

ii  

 

2

.  (4.14) 
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Введем обозначение 

 

 

,

),,,(
1,1





























i

a

aia

a

ia

ba

bia

ba

bi

a
B

aiia

A
a

i

B

ai

A
a

ii

a

bii

BA

i




 (4.15) 

где А, В, С=1, 2. Подставляя в (4.15) 
1
a

i

a

i    и 
1

aiai  , по-

лучим: 

  

 

.

1,11



























iba

ab

ia

a

ia

a

b

b

i

b

ba

aiia

ba

bii




  (4.16) 

Поочередно подставляя в формулу (4.15) соотношения на вели-

чины 
a

i  и ai : сначала — (4.5, 4.13), затем — (4.5, 4.12) и, на-

конец, (4.5, 4.13), получаем соотношения для компонент i : 

,

),,,(
21)2,1(1

































i

a

aia

a

ia

ba

bi

ab

aibi

a

a

i

b

a

a

bi

a

aiai

a

ii

a

biii




 (4.17) 

 

,

),,,(
12)1,2(1

b

bii

a

a

iba

ab

ia

a

ia

a

b

b

i

b

ab

aiia

a

iai

a

ii

a

biii







































 (4.18) 

 

.

),,,(
22)2,2(1



























i

a

aia

a

ia

ba

bi

a

b

b

ai

a

aiia

a

iai

a

ii

a

biii




 (4.19) 

Введем обозначение 

 

  C

ai

a

i

a

i

C

aii

C

i  

 )(

22

.  (4.20) 

Подставим в формулу (4.20) соотношения на ai  — сначала 

(4.5), а потом (4.13): 
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  112

ai

a

i

a

ii  

  ,  (4.21) 

 

  222

ai

a

i

a

ii  

  .  (4.22) 

Теорема 4.2. Композиционное оснащение многообразия 

rB  позволяет задать в ассоциированном расслоении  rs BG  

два сверхпучка связностей 

 
1

{
a

bi ,


i ,
a

i , ai ,
1

i }, 
2

{
a

bi ,


i ,
2
a

i , ai ,
2

i }. 

Замечание 3. Второй сверхпучок является аналогом рас-

смотренного в работе [4]. 

Теорема 4.3. Сильное аффинное оснащение многообразия 

rB  позволяет задать в ассоциированном расслоении  rs BG  

шесть многопараметрических пучков связностей 

 
111

{
a

bi ,


i ,
1
a

i ,
1

ai ,

 1,11

i },  
211

{
a

bi ,


i ,
2
a

i ,
1

ai ,

)1,2(1

i },  

 
212

{
a

bi ,


i ,
2
a

i ,
1

ai ,

)1(2

i },  
121

{
a

bi ,


i ,
1
a

i ,
2

ai ,

)2,1(1

i },  

 
221

{
a

bi ,


i ,
2
a

i ,
2

ai ,

)2,2(1

i },  
222

{
a

bi ,


i ,
2
a

i ,
2

ai ,

 22

i }. 

Замечание 4. На параметры 
a

bi ,


i  наложено единствен-

ное ограничение — это уравнения (4.6), (4.7). 

Подставляя охваты подобъектов 
a

bi  и 


i  в равенства 

(4.12, 4.13), получаем следующие формулы охватов для ком-

понент 
a

i  и ai : 

 

0002
a

bi

b

i

aa

i

a

i  

  ,  (4.22) 

 
002
b

aibaiai   .  (4.23) 
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Подставляя в соотношения (4.16—4.19) охваты (4.6), (4.7) 

величин 
a

bi , 


i , получим формулы охватов для компонент 

i : 

 1,101

i , 

 2,101

i , 

 1,201

i , 

 2,201

i . Аналогично подставляя в (4.21) 

и (4.22) охваты (4.7, 4.9, 4.23), получим: 

)1(02

i , 

 202

i . 

Теорема 4.4. Сильное аффинное оснащение многообразия 

rB  индуцирует в ассоциированном расслоении следующие 

типы групповой связности 1-го порядка:  

 
0111

{
0
a

bi ,
0


i ,
01

a

i ,
01

ai ,

 1,101

i },  
0211

{
0
a

bi ,
0


i ,
02

a

i ,
01

ai ,

)1,2(01

i },  

 
0212

{
0
a

bi ,
0


i ,
02

a

i ,
01

ai ,

)1(02

i },  
0121

{
0
a

bi ,
0


i ,
01

a

i ,
02

ai ,

)2,1(01

i },  

 
0221

{
0
a

bi ,
0


i ,
02

a

i ,
02

ai ,

)2,2(01

i },  
0222

{
0
a

bi ,
0


i ,
02

a

i ,
02

ai ,

 202

i }. 

Замечание 5. Типы 
0111

  и 
0222

  ранее рассматривались в ра-

боте [1]. Шесть типов связностей для случая распределения 
центрированных плоскостей приведены в работе [2]. 
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SIX TYPES OF INDUCED GROUP CONNECTION  
ON THE FAMILY OF CENTRED PLANES IN PROJECTIVE SPACE 

 
Family of centered planes in projective space is investigated. Factor-

bundles of the principal bundle, associated with this bundle, are described. 
It is shown, that composite equipment of this family induces 6 bunches of 
group connection. In each of this bunches one connection is allocated. 
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г. Калининград) 

 
ПРАВИЛЬНАЯ ПРОДОЛЖАЕМОСТЬ СИСТЕМЫ 
ПФАФФОВЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫРОЖДЕННЫХ 

МНОГООБРАЗИЙ ОСНАЩЕННЫХ  
И ИНДУЦИРУЮЩИХ ФИГУР 

 
(К столетию со дня рождения Г. Ф. Лаптева) 

 
Показано, что установленный Г. Ф. Лаптевым закон 

о правильной продолжаемости системы уравнений 
Пфаффа дифференцируемого многообразия в однород-
ных и обобщенных пространствах [1, с. 323—326] не-
обходимо соблюдать и при рассмотрении вырожденных 
многообразий [2, с. 41—43] оснащенных и индуци-
рующих фигур [3, с. 186—187]. 

В n -мерном аффинном пространстве nA  рассмотрены 

правильно продолжаемые системы уравнений Пфаффа  
m -мерных вырожденных многообразий некоторых типов 

линейных и квадратичных пар фигур  1 2,F F , когда фигу-

ра 
1F  описывает m -мерное многообразие, а фигура 

2F  — 

r-мерное многообразие  r m n  . 




