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E. Stepanova, I. Tsyganok 
 

AN EXAMPLE OF A STATISTIC MANIFOLD 
 

In the present paper we consider a 5-dimensional oriented Rie-
mannian manifold with an SO(3) structure (see [5]) as an example 
of a statistical manifold (see [1]). 

In particular we proof that there is no a nearly integrable SO(3) 
structure on 5-dimensional compact oriented Riemannian manifold 
with positive definite second-type curvature operator. 
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ДВОЙСТВЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ СЕТЕЙ 

НА ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ  
В ПРОСТРАНСТВЕ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

 
Работа посвящена изучению геометрии сетей на ги-

перповерхности в пространстве аффинной связности. 
 
В работе индексы принимают следующие значения: 

 .1,1,,,,,;,0,,,,,;,1,,,,, −=== nstkljinSTKLJInSTKLJI  

Рассмотрим пространство аффинной связности nnA , , задан-

ное системой )1( +nn  форм Пфаффа { }I
K

I θθ , , подчиненных 
структурным уравнениям [4]: 
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I
PQr  и I

KPQr  — соответственно тензоры кручения и кривизны 
пространства nnA , . 
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Известно [5], что с пространством nnA ,  ассоциируется про-
странство проективной связности nnP , , определяемое системой 

форм Пфаффа I
Lω : 
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Формы (1) удовлетворяют структурным уравнениям про-
странства проективной связности nnP ,  [8]: 

 ,0,
2
1

00 =∧+∧= K
K

TSI
STL

I
K

K
L

I
L RD ωωωωωω  (2) 

  ;
1

1,
1

1,0, 0
0

0
0

K
KST

I
J

I
JST

I
JST

K
KSTSTIST

I
ST

I
ST r

n
rRr

n
RRrR δ

+
−=

+
−===  

при этом пространство nnP ,  является проективным nP  

)0( ≡I
PQKR  тогда и только тогда, когда исходное пространство 

nnA ,  вырождается в аффинное nA )0( ≡= I
KPQ

I
PQ rr . 

Рассмотрим регулярную гиперповерхность nnn AV ,1 ∈− , за-
данную в репере первого порядка уравнением [3] 
 00 =nω . (3) 

Последовательно продолжая уравнение (3) с использова-
нием (2), имеем: 
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Предполагая гиперповерхность nnn AV ,1 ⊂−  регулярной (т. е. 

0≠Λ=Λ n
ij

def ), можно ввести в рассмотрение обращенный тен-

зор ik
nΛ , 
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Согласно работе [7], нормализация регулярной гиперпо-
верхности полями квазитензора i

nν  и тензора 0
iν : 
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индуцирует две аффинные связности 
1
∇  и 

2
∇ , определяемые 

системами форм 
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двойственные относительно инволютивного преобразования 
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Формы (6) удовлетворяют структурным уравнениям Картана 

— Лаптева [2; 3]; тензоры кривизны и кручения связностей 
1
∇  

и 
2
∇  имеют соответствующее строение (см. [7]). 

Пусть на гиперповерхности nnn AV ,1 ⊂−  задана сеть Σ ; в 
репере, отнесенном к ней, она имеет дифференциальные урав-
нения (см. [1]) 
 jia kj
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i ≠= ,0ωω . (8) 
Из соотношений (7), (8) следует 
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что представляет собой уравнение «тангенциальной» сети 
nnn AV ,1 ⊂⊂Σ − , двойственной исходной nnn AV ,1 ⊂⊂Σ −  (здесь 

1−nV  — двойственный образ гиперповерхности 1−nV  относи-
тельно преобразования I). В уравнениях (9) имеет место 
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Продолжая (8), с учетом (2) получим 
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Рассмотрим гиперповерхность nnn AV ,1 ⊂−  с полем симмет-

рического тензора n
ikΛ . Если сеть 1−⊂Σ nV  сопряжена [1] отно-

сительно поля тензора n
ikΛ , то из уравнений (4) для компонент 

0=Λn
ij , ji ≠  с учетом (8) находим 
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Условия параллельного перенесения направления iAA0  ка-
сательной к i-й линии сети вдоль линии сети k

0ω  в связностях 
21

, ∇∇  имеют, соответственно, вид [6]: 

 ;,00 jia i
j

k
n
ik

j
n

j
ik ≠=+Λ− νδν  (121) 

 jia s
n
ki

js
n

s
n

n
si

j
k

n
sik

js
n

j
ik ≠=ΛΛ−Λ+ΛΛ+ ,00ννδ . (122) 

Сеть будет чебышевской (геодезической) первого или вто-
рого рода [6], если, соответственно, соотношения (121) или 
(122) справедливы при любых ki ≠  ( ki = ). 

Из соотношений (121), (122) с учетом (11) имеем: 
а)  при ki = : jia n

ii
j

n
j

ii ≠=Λ− ,0ν , (131) 
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i
ji ≠=+ ,00ν ; (132) 
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б)  при ki ≠ :  kjia j
ki

j
ik ,,00 ≠=+ δν , (141) 
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Справедлива 
Теорема 1. Сеть nnn AV ,1 ⊂⊂Σ −  является геодезической 

(чебышевской) первого или второго рода тогда и только то-
гда, когда справедливы, соответственно, соотношения (131), 
(132) (соотношения (141), (142)). 

Точки )( jiF j
i ≠  на касательных iAA0  к линиям сопряжен-

ной относительно поля тензора n
ikΛ  ( 0=Λn

ij , ji ≠ ) сети 

nnn AV ,1 ⊂⊂Σ − , определяемые по формуле 

 jiAAaF i
j

ij
j

i ≠+−= ,0 , (15) 

являются инвариантными; эти точки В. Т. Базылевым названы 
[1] псевдофокусами касательных к линиям сети 1−⊂Σ nV . Об-
разы (псевдофокальные гиперплоскости j

iη  пучка 0ξξ i , где 
{ }Iξ  — тангенциальный репер [6] пространства nnP , ), двойст-

венные точкам j
iF , определяются по формуле 
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j
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Из равенств (13) с учетом (15), (16) следует 
Теорема 2. Сопряженная сеть на регулярной гиперповерх-

ности nnn AV ,1 ⊂−  является сетью с совпавшими псевдофоку-

сами j
iF (псевдофокальными гиперплоскостями j

iη ) тогда и 
только тогда, когда относительно поля гармонических ги-
перпрямых [ iF ] (гармонических прямых [ iη ]) [6] данная сеть 
является геодезической второго (первого) рода. 

Согласно (14), к классу сетей nnn AV ,1 ⊂⊂Σ −  с совпавши-
ми псевдофокусами (псевдофокальными гиперплоскостями) 
принадлежит сопряженная чебышевская сеть первого (второ-
го) рода. Кроме того, сопряженная чебышевская сеть первого 
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(второго) рода не зависит от выбора поля нормалей первого 
(второго) рода; при этом полем нормалей второго (первого) 
рода служит поле гармонических гиперпрямых [ iF ], где 

∑
≠−

=
ij

j
ii F

n
F

2
1  (прямых [ iη ], где ∑

≠−
=

ij

j
ii n

ηη
2

1 ), сети. 

Предположим, что сопряженная сеть nn AV ⊂⊂Σ −1  являет-
ся чебышевской первого рода; такая сеть характеризуется ра-
венствами 0=Λn

ij , ji ≠  и, согласно (141), условиями: 

 j
iji a−=0ν  (по j нет суммирования), (171) 

 0=j
ika  (все индексы различны). (172) 

Дифференцируя (171), с учетом (5), (8), (10), (172) получим 

 j
ijssiis a−= 000 ννν  (по ij ≠  нет суммирования). (18) 

Дифференцируя равенства (172) ( 3>n ), с учетом (10) имеем 
0=j

iksa  ( kji ,,  — различны). Далее, из равенств (10) находим 
0=j

ijsa  (все индексы различны, по j нет суммирования). Те-

перь из равенств (18) следует 000
siis ννν = , ji ≠ , откуда 

[ ] 00 =isν . Таким образом, согласно работе [6], доказана 

Теорема 3. Двойственные аффинные связности 
1
∇  и ,

2
∇  

индуцируемые взаимной нормализацией регулярной гиперпо-
верхности )3(1 >⊂− nAV nn ,когда полем нормалей второго 
(первого) рода служит поле гармонических гиперпрямых 
(прямых) сопряженной чебышевской сети nn AV ⊂⊂Σ −1  пер-
вого (второго) рода, являются эквиаффинными, а их средняя 
геометрия — риманова. 

Рассмотрим голономную сопряженную сеть nn AV ⊂∈Σ −1  с 
совпавшими псевдофокусами j

iF  и псевдофокальными гипер-
плоскостями j

iη  (к этому классу сетей принадлежат, напри-
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мер, сети, являющиеся чебышевскими первого и второго ро-
дов одновременно); критерием голономности сети является 

 [ ] kija j
ik ,,0 ≠= . (19) 

Согласно теореме 2 рассматриваемая сеть является геодезиче-
ской первого и второго родов относительно полей ее гармони-
ческих прямых [ iη ] и гиперпрямых [ iF ], т. е. справедливы 
равенства (13). 

Дифференцируя (132), с учетом (5), (8), (10) получим 
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νννν (по j нет суммирования). 

Из последних равенств при 3>n  в силу (19) находим 
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Согласно (10) справедливо 
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кроме того, дифференцируя (19), с учетом (10) получим 

 [ ] kija j
sik ,,0 ≠= . (22) 

Теперь из равенств (131), (19) — (22) находим 
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Альтернируя равенства (11) по индексам i, k (все индексы в 
(11) различны), в силу (19) имеем 0=Λ−Λ n

ii
i
kj

n
kk

k
ij aa . Теперь 

из соотношений (23) видно, что [ ] 00 =ikν . Следовательно, со-
гласно работе [6], справедлива 
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Теорема 4. Если гиперповерхность )3(1 >⊂− nAV nn , несу-
щая голономную сопряженную сеть с совпавшими псевдофо-
кусами и псевдофокальными гиперплоскостями, нормализова-
на полями гармонических прямых и гиперпрямых сети, то ин-

дуцируемые аффинные связности 
1
∇  и 

2
∇ являются эквиаф-

финными, а их средняя геометрия — риманова. 
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DUAL GEOMETRY OF NETS ON THE HYPERSURFACE 

IN THE SPACE OF AN AFFINE CONNECTION 
 
This work is devoted to the geometry of nets on hypersurface 

in the space of an affine connection. 




