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1 
Неголономные многообразия Кенмоцу,  

оснащенные обобщенной связностью Танаки — Вебстера 
 

Рассматривается неголономное многообразие Кен-
моцу, оснащенное связностью, являющейся аналогом 
обобщенной связности Танаки — Вебстера. Изучаемая 
связность получается из обобщенной связности Танаки — 
Вебстера заменой первого структурного эндоморфизма 
на второй структурный эндоморфизм. Полученная связ-
ность также получает в работе название обобщенной 
связности Танаки — Вебстера. 

В отличие от многообразия Кенмоцу структурная 
форма неголономного многообразия Кенмоцу не за-
мкнута. Следствием этого единственного различия яв-
ляется значительное расхождение в свойствах таких 
многообразий. Так, например, в работе доказывается, 
что альтернация тензора Риччи — Схоутена неголо-
номного многообразия Кенмоцу, являющегося транс-
версальным аналогом тензора Риччи, пропорциональна 
внешнему дифференциалу структурной формы. В то же 
время в классическом случае многообразия Кенмоцу 
тензор Риччи — Схоутена является симметрическим 
тензором. 

Доказывается, что связность Танаки — Вебстера 
является метрической связностью. Доказывается также, 
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что из того, что альтернация тензора Риччи — Схоуте-
на пропорциональна внешнему дифференциалу струк-
турной формы, выполняется следующее утверждение: 
если неголономное многообразие Кенмоцу есть много-
образие Эйнштейна относительно обобщенной связно-
сти Танаки — Вебстера, то оно риччи-плоское относи-
тельно этой же связности. 

 
Ключевые слова: неголономное многообразие Кенмоцу, внут-

ренняя связность, тензор Схоутена, тензор Риччи — Схоутена, обоб-
щенная связность Танаки — Вебстера, многообразие Эйнштейна. 

 
Введение 

 
Неголономное многообразие Кенмоцу является обобщени-

ем многообразия Кенмоцу, открытого в 1972 году в работе [7]. 
Структуры Кенмоцу нормальны и интегрируемы [8], в то вре-
мя как структуры неголономного многообразие Кенмоцу нор-
мальны, но не интегрируемы. Неголономное многообразие 
Кенмоцу определено автором настоящей работы в статье [1]. 
Внутренняя геометрия неголономного многообразия Кенмоцу 
M обладает рядом замечательных свойств. Эти свойства удоб-
но сформулировать в терминах адаптированных координат 
[2—4]. В частности, установлено, что тензорное поле Схоуте-
на — Вагнера P, компоненты которого в адаптированных ко-

ординатах выражаются с помощью равенств ,c c
nad adP     об-

ращается в нуль. В настоящей работе доказывается, что аль-
тернация тензора Риччи — Схоутена, являющегося трансвер-
сальным аналогом тензора Риччи, пропорциональна внешнему 
дифференциалу структурной формы. Неголономное многооб-
разие Кенмоцу оснащается в настоящей работе аналогом 
обобщенной связности Танаки — Вебстера. Обобщенная связ-
ность Танаки — Вебстера введена для контактного метриче-
ского многообразия [8]. В нашем случае более эффективной 
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является связность ,T
X  которую мы также будем называть 

обобщенной связностью Танаки — Вебстера и которая опре-
деляется с помощью равенства 

       .T
X X XX Y Y Y Y X Y           

     

Здесь эндоморфизм ψ задается равенством  

   , ,X Y g X Y   

и называется вторым структурным эндоморфизмом. Доказы-

вается, во-первых, что связность T
X  является метрической 

связностью, а во-вторых, что если неголономное многообразие 
Кенмоцу есть многообразие Эйнштейна относительно обоб-
щенной связности Танаки — Вебстера, то оно риччи-плоское 
относительно той же связности. 

 
Основные результаты 

 
Почти контактным метрическим многообразием называет-

ся гладкое многообразие M нечетной размерности n = 2m + 1, 
1m   с заданной на нем почти контактной метрической струк-

турой  , , , ,M g  


 [5; 6]. Здесь, в частности,   — 1-форма и 




 — векторное поле, порождающие, соответственно, распре-

деление D: ker ( )D  ; и оснащение D  распределения D: 

( ).D span  


 Гладкое распределение D называется распреде-
лением почти контактного метрического многообразия. Имеет 

место разложение .TM D D   Почти контактное метриче-
ское многообразие называется нормальным, если выполняется 

условие 2 0N d    


, где 

         2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. 
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Нормальное почти контактное метрическое многообразие 
M называется неголономным многообразием Кенмоцу, если 
выполняется равенство 2 .d     Легко показать, что для 

многообразия M также выполняется условие  

 2 .L g g      

Будем использовать следующие обозначения для связно-
сти и коэффициентов связности Леви-Чивиты тензора g в 

адаптированных координатах [5; 6]: ,  
  (α, β, γ = 1, ..., n; a, 

b, c = 1, ..., n – 1). 
Под внутренней линейной связностью на многообразии с 

контактной метрической структурой [4] понимается отображе-
ние      : ,D D D     удовлетворяющее обычным для 

ковариантной производной условиям. 
Коэффициенты внутренней связности в адаптированных 

координатах определяются из соотношения .
a

c
e b ab ce e    

 

Пусть ψ: D → D — эндоморфизм, определяемый равен-
ством    , , .X Y g X Y   Имеет место следующее предло-

жение [3]. 
Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты 

неголономного многообразия Кенмоцу в адаптированных ко-
ординатах имеют вид 

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
    ,n

ba abab g     

,b b b b
an na a a        0.n a

na nn      

Назовем обобщенной связностью Танаки — Вебстера связ-

ность ,T
X  которая определяется с помощью равенства 

       .T
X X XX Y Y Y Y X Y           
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Найдем компоненты G
  связности T

X  в адаптированных 

координатах. 
Положим ,aX e


 .bY e


 Получаем 

  ,T
a b a b a be e e   
     или ,c c

ab abG    0.n
abG   

Пусть теперь ,aX e


 .nY    

Тогда 0.T
a n a n a n         

Отсюда 0,b
anG   0.n

anG   

Пусть далее ,nX    .bY e


 Тогда 

  ,T
a b n b n b be e e e     
      или .a a

nb bG   

Таким образом, отличные от нуля коэффициенты связности 
T
X  в адаптированных координатах имеют следующий вид: 

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbcG g e g e g e g  
  

 .a a
nb bG   

Проводя необходимые вычисления, убеждаемся в справед-
ливости следующего предложения. 

Предложение 2. Обобщенная связность Танаки — Вебсте-
ра является метрической связностью. 

Вычислим необходимые нам для дальнейшего отличные от 

нуля компоненты тензора кривизны K связности .T
X  Вос-

пользуемся для этого формулой 

   ,
, .T T T T T

X Y Y X X Y
K X Y Z Z Z Z       

Имеем 

2 ,d d d
ba cabc abcK R     

.c c c
n anab ab bK      
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Здесь   — внутренняя связность, а d
abcR  — компоненты 

тензора Схоутена [3]. Учитывая, что 0,c c
nad abP      получа-

ем: 0.c
nabK   

Пусть K(X,Y) — соответствующий тензору K(X,Y)Z тензор 
Риччи. Имеют место равенства  

2 2 .d
ac ac ad c ac ack r r       

Предложение 3. Для неголономного многообразия Кенмоцу 
размерности n = 2m + 1 выполняется следующее равенство:  

[ ]2 0.ca acm r    

Доказательство. Как известно, в адаптированных коорди-
натах для любого почти контактного метрического многообра-
зия выполняется следующее равенство: 

[ ] 2 .d d
e a bc ea n bc dc bd eaceabg g g R g R       

В случае неголономного многообразия Кенмоцу это равен-
ство перепишется в виде 

0 4 .d d
ea bc dc bd eaceabg g R g R    

Проводя необходимые преобразования, приходим к равен-

ству  1
2 .

2ca ac cam r r    

Что и требовалось доказать. 
Теорема. Пусть неголономное многообразие Кенмоцу M 

является многообразием Эйнштейна относительно обобщен-
ной связности Танаки — Вебстера, тогда оно риччи-плоское 
относительно этой связности. 

Доказательство. Пусть M — многообразие Эйнштейна. 
Отсюда, в частности, следует, что 

2 ,ac ac ac ack r g     .  
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Тогда, с одной стороны, объект ack  симметричен, так как 

.ac ack g  С другой стороны, проальтернировав равенство  

2ac ac ac ack r g     

и воспользовавшись равенством  

 1
2 ,

2ca ac cam r r     

получаем 

[ ] ( 2 2) .ac ack m     

Другими словами, если 1,m   то [ ] 0.ack   

Теорема доказана. 

Рассмотрим пример для случая m = 1. Пусть 3.M      

 1,2,3   — стандартный базис арифметического простран-

ства. Определим на M 1-форму ,  полагая 3 2 1.dx x dx    

Пусть далее 2
1 1 3,e x   


 2 2 ,e  


 3 3,e   


 

 1 2, .D span e 


 Определим метрический тензор, полагая 
32

1 1 2 2( , ) ( , ) ,xg e e g e e e 
   

 3 3( , ) 1.g e e 
 

 Тем самым добиваем-

ся выполнения равенства  2 .L g g      Структурный 

эндоморфизм зададим равенствами 

1 2( ) ,e e 
 

 2 1( ) ,e e  
 

 2( ) 0.e 


 

Отсюда непосредственно следует, что 0L   и 

1 2 2 1 1 2( ( ), ( )) ( , ) ( , ).e e e e e e      
     

 

Последнее означает выполнение равенства  

   , , .X Y X Y     
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Проводя непосредственные вычисления, убеждаемся в 
том, что ненулевыми компонентами внутренней связности яв-

ляются следующие коэффициенты: 1 2 1 2
11 21 22 .x        

Отсюда, в частности, следует справедливость равенства 

0.   После необходимых вычислений получаем 2
122 1.R   

Таким образом,  

12 12 122 1 1 0.k r       
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Non-holonomic Kenmotsu manifolds 

equipped with generalized Tanaka — Webster connection 
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А non-holonomic Kenmotsu manifold equipped with a connection 

analogous to the generalized Tanaka — Webster connection, is consid-
ered. The studied connection is obtained from the generalized Tanaka — 
Webster connection by replacing the first structural endomorphism by the 
second structural endomorphism. The obtained connection is also called 
in the work the generalized Tanaka — Webster connection. 

Unlike a Kenmotsu manifold, the structure form of a non-holonomic 
Kenmotsu manifold is not closed. The consequence of this single differ-
ence is a significant discrepancy in the properties of such manifolds. For 
example, it is proved in the paper that the alternation of the Ricci-
Schouten tensor of a non-holonomic Kenmotsu manifold, which is a 
transverse analogue of the Ricci tensor, is proportional to the external 
differential of the structural form. At the same time, in the classical case 
of a Kenmotsu manifold, the Ricci — Schouten tensor is a symmetric 
tensor. 

It is proved that a Tanaka — Webster connection is a metric connec-
tion. It is also proved that from the fact that the alternation of the Ricci-
Schouten tensor is proportional to the external differential of the structur-
al form, the following statement holds: if a non-holonomic Kenmotsu 
manifold is an Einstein manifold with respect to the generalized Tanaka — 
Webster connection, then it is Ricci-flat with respect to the same con-
nection. 

 
Keywords: non-holonomic Kenmotsu manifold, intrinsic connection, 

Schouten tensor, Ricci — Schouten tensor, generalized Tanaka — Web-
ster connection, Einstein manifold. 
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