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Кручение групповой подсвязности в пространстве 
центрированных плоскостей 

 
В n-мерном проективном пространстве исследу-

ется пространство П центрированных m-мерных 

плоскостей *
mL . Тремя способами введены объекты 

кручения групповой подсвязности в расслоении, ас-
социированном с пространством П. Показано, что в 
двух случаях объекты кручения образуют квазитен-
зоры, а в третьем случае введенный объект — тензор. 
Этот тензор кручения, как и квазитензоры кручения, 
не может быть равен нулю, т. е. подсвязность всегда с 
кручением. 
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Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {A, AI} ( ,... 1,I n ), инфинитезимальные переме-

щения которого определяются формулами 
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причем формы Пфаффа , ,I I
I J    удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы GP(n) 

 
, ,

.

I J I J
J I I J

I K I I K I
J J K J K J

D D

D

   

     

     

       
  (1) 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

 16

В пространстве Pn рассмотрим пространство П [1] центри-

рованных m-мерных плоскостей * { , }m mL A L , где mL  — m-
мерная плоскость, А — точка подвижного репера, помещенная 
в центр плоскости. Производя дальнейшую специализацию 

подвижного репера (помещая вершины Aа на плоскость 
*
mL ), 

получаем уравнения стационарности плоскости *
mL : 0 , 

0a  , 0a  . Здесь и в дальнейшем индексы принимают 

значения: ,... 1,a m ; ,... 1,m n   . 
При указанной специализации подвижного репера струк-

турные уравнения (1) для базисных форм принимают вид 

 a
aD       

     , 

 b
a a b a aD          

       ,  (2) 

 a b a a
bD    

     . 

Над пространством П возникает главное расслоение 
*( )G П , типовым слоем которого является подгруппа стацио-

нарности *G  центрированной плоскости *
mL . Главное расслое-

ние содержит некоторое максимальное фактор-расслоение [1], 
составленное из фактор-расслоения коаффинных реперов и 
аффинного фактор-расслоения. 

В главном расслоении *( )G П  задается фундаментально-
групповая связность по Г. Ф. Лаптеву: 

 a a a a c ac
b b b bc b cL L      

      ,  

 a a
a aL L          

         , 

 a a a a b ab
b bL L     

         , 

 b b
a a a ab a b     

      , 

 b a
b a     

         . 
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Согласно теореме Картана — Лаптева [2], связность в ассо-

циированном расслоении *( )G П  определяется с помощью по-

ля объекта связности 

 1{ , , , }a
b        , 

 1 { , , , , , , , , , , , }a a ac a a a ab b
b bc b a b a ab aL L L L L L  
                  

на базе П следующими сравнениями: 

 0a a c a ac
b bc b b cL L            , 0a a a

bc c b b cL       , 

 0ac c a
b b     , ( ) 0b b b

a ab a a bL          , 

 0c
ab ab cL   , 0b b cb

a a a c         , 

 0a a b ab a b a
b b bL L L L      

           , 

 0a a c a a
b cb b bL L L    

        , 

 0ab ab d b a
d    

      ,  (3) 

 0a a
a aL L          

             , 

 0a aL   
   , 0a a   

    , 

 0a a a a
a a a aL L      

             , 

 0b b
a ba a b aL L    

       , 

 0a ba a c a
b c      

        . 

Подобъект 1  определяет связность в максимальном фак-

тор-расслоении. 
Подставляя в структурные уравнения (2) базисных форм 

 , a , a
  пространства П формы связности a

b ,  , a , 

a , приходим к следующим уравнениям: 

 a a
a aD S S                

            

 a
aS   

   , 
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 b
a a b a a aD S                 

            (4) 

 b b c b bc
a b a ab c a cb bS S S S                
           , 

 a b a a a a b
b bD S S            

            

 ab a b c ac b
bc b cbS S S       

       , 

где компоненты объекта неполного кручения S [3] выра-
жаются по формулам 

 [ ]S L 
  , a aS L 

  , a aS   
  , 

 [ ]a aS    
   , a b abS    

  , 

 b b b b
a a a aS L L      
        , c c c

ab ab a bS L L   
    , 

 bc b c b c
a a aS      
  
      , 

 [ ]
a aS L  , a a a

b b bS L L    , ab abS    , [ ]
a a
bc bcS L , ac ac

b bS    , 

здесь квадратные скобки означают альтернирование по край-
ним индексам и парам индексов. 

Подчеркнутое слагаемое в уравнении (41) можно предста-
вить несколькими способами. 

1-й способ: 

 a a
a a    

     . 

Тогда уравнение (41) примет вид 

 a a
a aD S S S                 

             

 a
aS   

   , 

где к объекту неполного кручения S  добавятся компоненты 

S  
  . 

Учитывая дифференциальные сравнения (3) компонент 
подобъекта связности Г, приходим к следующим сравнениям 
по модулю базисных форм: 
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 0S 
 , [ ] [ ] 0a a

a aS S S     
     , 0a aS S   

  , 

 0a aS S   
   , [ ] [ ] 0b b

a a b a b aS S S S       
       , 

 0c
a b ab c b aS S S     
    , 

 2 0b b c cb b
a ac a c aS S S S       
       , 

 0c c
ab b aS S   
   , 0bc

aS 
 , 

 [ ] [ ] 0a a b ab a
b bS S S S

           , 

 2 0a a c a ac
b bc b cbS S S S    

      , 

 0ab ab c b a
cS S S   

     , 0a
bcS  , 0ac c a

b bS     . 

Введем обозначение 
 ' { , , , , , , , , , , , , }a b c bc a a ab a ac

a a a b a a b a b bc bS S S S S S S S S S S S S S       
            . 

Теорема 1. Объект кручения ' { , }S S S  
   подсвязно-

сти 1  образует квазитензор, содержащий один простейший 

[4] подквазитензор { }ac
bS  , три простейших подтензора 

{ }S
1, { }bc

aS , { }a
bcS  и пять простых подтензоров { , }aS S 

  , 

{ , }aS S 
  , { , }c

abS S 
  , { , , }a

aS S S  
   , { , , }c

b ab a bS S S  
   . 

2-й способ: 
 a a b

a b a        . 
Тогда уравнение (41) примет вид 

,a b a a
b a a aD S S S S                    

               

где к объекту неполного кручения S  добавятся компоненты 
a a
b bS   . 

                                                      
1 δ-символ (символ Кронекера) является примером смешанного тен-
зора  [5, с. 11; 6, с. 59—60; 7, с. 4—5; 8, с. 167; 9, с. 50; 10, с. 19, 113; 
11, с. 76; 12, с. 14—15]. 
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Учитывая дифференциальные сравнения (3) компонент 
объекта связности Г, приходим к следующим сравнениям по 
модулю базисных форм: 

 0a
bS  , [ ] [ ] 0a a

a aS S S     
     , 0a aS   

   , 

 0a aS   
    , [ ] [ ] 0b b

a a b a b aS S S S       
       , 

 0c
a b ab c b aS S S     
    , 

 2 0b b c cb b
a ac a c aS S S S       
       , 

 0c c
ab b aS S   
   , 0bc

aS 
 , 

 [ ] [ ] 0a a b ab a
b bS S S S

           , 

 2 0a a c a ac
b bc b cbS S S S    

      , 

 0ab ab c b a
cS S S   

     , 0a
bcS  , 0ac c a

b bS S    . 

Теорема 2. Объект кручения '' { , }a a
b bS S S    подсвязно-

сти 1  образует квазитензор, содержащий два простейших 

подквазитензора { }aS , { }aS , три простейших подтензора 

{ }a
bS , { }bc

aS , { }a
bcS , три простых подтензора { , }a b

b acS S  , 

{ , }a ac
b bS S   и три простых подквазитензора { , , }a

aS S S  
   , 

{ , , , }ac a a
b bc bbS S S S
  , { , , }b ab ab

cS S S
  . 

3-й способ: 

 a a b
a b a    

      . 

Тогда уравнение (41) примет вид 

 a b a
b a aD S S S                 

             

 a
aS   

   , 

где к объекту неполного кручения S  добавятся компоненты 
a a
b bS  

   . 
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Учитывая дифференциальные сравнения (3) компонент 
объекта связности Г, приходим к следующим сравнениям по 
модулю базисных форм: 

 [ ] [ ] 0a a
a aS S S     

     , 0b
a a bS S   

   , 

 0a a b
bS S   

   , 0a
bS 

 , 

 [ ] [ ] 0b b
a a b a b aS S S S       
       , 

 0c
a b ab c b aS S S     
    , 

 2 0b b c cb b
a ac a c aS S S S       
       , 

 0c c
ab b aS S   
   , 0bc

aS 
 , 

 [ ] [ ] 0a a b ab a
b bS S S S

           , 

 2 0a a c a ac
b bc b cbS S S S    

      , 

 0ab ab c b a
cS S S   

     , 0a
bcS  , 0ac c a

b bS S  
   . 

Теорема 3. Объект кручения ''' { , }a a
b bS S S  

    под-

связности 1  образует тензор, содержащий три простейших 

подтензора { }a
bS

 , { }bc
aS , { }a

bcS  и четыре простых подтензо-

ра { , }a
b aS S 

  , { , }a a
bS S 

  , { , }a a
b cbS S 

  , { , }a a
b bS S 

  . 

Вывод. Связность в максимальном фактор-расслоении 
над пространством центрированных плоскостей будет все-
гда с кручением, так как квазитензоры 'S , ''S  и тензор кру-
чения '''S  нельзя обратить в нуль. 
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Torsion of the group subconnection in the space of the centered planes 
 

The space П of the centered m-planes *
mL  is considered in the projec-

tive space Pn. By three ways the torsion objects of the subconnection are 
introduced. It is shown, that in two cases the torsion objects of the sub-
connection are quasi-tensors and in the third case this object is a tensor. 
Both the quasi-tensors and this torsion tensor cannot be vanish. This con-
nection is always with torsion. 


