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Об устойчивости эрмитовых структур на 6-мерных 
уплощающихся подмногообразиях алгебры Кэли 

 
Установлено, что эрмитова структура на 6-мерном 

уплощающемся подмногообразии алгебры Кэли явля-
ется устойчивой в том и только том случае, когда это 
подмногообразие является вполне геодезическим. 

 
Ключевые слова: алгебра Кэли, 6-мерное уплощающееся под-

многообразие алгебры октав, устойчивость почти эрмитовой струк-
туры. 

 
В память о дорогом Вадиме Фёдоровиче 

Кириченко (1947—2021) 
 
1. Работы 60-х годов прошлого века, автором которых яв-

ляется выдающийся американский геометр Альфред Грей, за-
дали целое направление в области геометрии 6-мерных почти 
эрмитовых многообразий. А. Грей установил [1], что каждое 
из двух так называемых 3-векторных произведений в алгебре 
Кэли порождает на ее 6-мерном подмногообразии почти эрми-
тову структуру. Такие структуры исследовались многими ма-
тематиками, среди которых мы выделим замечательного оте-
чественного геометра Вадима Фёдоровича Кириченко, статьи 
которого в 1970—1990-х годах были написаны под влиянием 
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работ Альфреда Грея. В. Ф. Кириченко обратил внимание на 
следующий результат А. Грея: почти эрмитовы структуры, по-
рожденные разными 3-векторными произведениями в алгебре 
октав на одном и том же подмногообразии, могут отличаться 
друг от друга. В частности, одна из таких почти эрмитовых 
структур может быть келеровой, а другая — нет [1]. В. Ф. Ки-
риченко вполне естественным образом ввел понятие устойчи-
вости для почти эрмитовой структуры на 6-мерном подмного-
образии алгебры Кэли. А именно, почти эрмитову структуру 
на 6-мерном подмногообразии алгебры Кэли он назвал устой-
чивой, если двойственная ей структура (то есть структура, по-
рожденная другим 3-векторным произведением в алгебре ок-
тав) принадлежит тому же классу почти эрмитовых структур 
[2]. 

В данной статье мы рассматриваем вопрос об устойчиво-
сти эрмитовых структур на 6-мерных уплощающихся подмно-
гообразиях алгебры Кэли. Работа продолжает исследования 
авторов в данной области, начатые более 20 лет назад (см., на-
пример, [3—6] и др.). 

2. Как известно, почти эрмитовой (almost Hermitian, AH-) 

структурой на многообразии nM 2  четной размерности назы-
вается пара   ,, gJ , где J — почти комплексная структу-

ра, а  ,g  — риманова метрика на этом многообразии. При 

этом J и  ,g  должны быть согласованы таким условием: 

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM  — модуль гладких (класса C ) векторных полей 

на многообразии nM 2 . Многообразие с фиксированной на нем 
почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым 
многообразием. AH-многообразие называется эрмитовым, ес-
ли почти комплексная структура интегрируема. 
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Пусть 8RO   — алгебра Кэли. В ней определены два не-
изоморфных 3-векторных произведения [1]: 

;,,,)(),,(1 YXZXZYZYXZYXZYXP   

.,,,)(),,(2 YXZXZYZYXZYXZYXP   

Здесь OZYX ,, ; ,  — скалярное произведение в O , 

XX   — оператор сопряжения в O . При этом любое другое 
3-векторное произведение в алгебре октав изоморфно одному 

из указанных выше. Пусть O6M  — 6-мерное ориентируе-
мое подмногообразие алгебры Кэли. Тогда на нем индуциру-
ется почти эрмитова структура   ,, gJ , определяемая в 

каждой точке 6Mp  соотношением 

,2,1),,,()( 21   eeXPXJ  

где  21, ee  — произвольный ортонормированный базис нор-

мального к 6M  подпространства в точке p, )( 6MTX p . Напом-

ним, что точка 6Mp  называется общей, если )( 6
0 MTe p , где 

0e  — единица алгебры Кэли. Подмногообразия, состоящие 

только из общих точек, называются подмногообразиями обще-
го типа [2]. Все рассматриваемые далее подмногообразия 

O6M  подразумеваются подмногообразиями общего типа; 

6-мерное подмногообразие O6M  называется уплощаю-
щимся (planar, иногда flattening), если оно содержится в ги-
перплоскости алгебры октав [3]. 

В работе [7] В. Ф. Кириченко получил структурные урав-
нения произвольной почти эрмитовой структуры на 6-мерном 
подмногообразии алгебры Кэли. Для случая эрмитовой струк-
туры эти уравнения были уточнены. Оказалось, что они имеют 
следующий вид [4; 5]: 
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где }{ k  — компоненты форм смещения, }{ k
j  — компонен-

ты форм римановой связности. Здесь и далее 8,7 ; a, b, c, d, 

g, h = 1, 2, 3; 3ˆ  aa ; k, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Как и в [7], a
a

ˆ 

. При этом 123
abcabc   , abcabc

123   — компоненты тензора 
Кронекера третьего порядка; 
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где  kjT  — компоненты конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 

подмногообразия 6M . 

Эрмитово O6M  является уплощающимся в том и толь-
ко в том случае, если 

.;;; 7
ˆˆ

8
ˆˆ

78 constCTTTT
babaabab            (2)

 
Отметим, что к числу уплощающихся относятся и 6-мер-

ные келеровы подмногообразия алгебры октав [4; 6]. 
Применив условие Кириченко [2] устойчивости почти эр-

митовой структуры на 6-мерном подмногообразии алгебры 
октав: 

0ˆˆ 
ch

hc DD  
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и учитывая (2), мы приведем уравнения (1) к такому виду: 

;ba
b

ad    

;b
b
aad                                      (3) 

c
b

a
c

a
bd   . 

Уравнения (3) соответствуют келеровой структуре на упло-

щающемся подмногообразии O6M , причем выполняются в 
самом простом частном случае, когда 

0
kjT , 

то есть когда 6M  является вполне геодезическим подмногооб-
разием алгебры Кэли. Это позволяет сформулировать такую 
теорему. 

Теорема. Эрмитова структура на уплощающемся 6-мер-
ном подмногообразии алгебры октав устойчива в том и толь-
ко в том случае, когда это подмногообразие является вполне 
геодезическим. 

Отметим, что данная теорема усиливает известный резуль-
тат В. Ф. Кириченко об устойчивости келеровой структуры: 
келерова структура на 6M  устойчива тогда и только тогда, 
когда 6M  — вполне геодезическое подмногообразие [2, с. 65]. 
Как и в других наших работах (в том числе упомянутых выше 
[4—6]) об уплощающихся 6-мерных эрмитовых подмногооб-
разиях алгебры Кэли, оказалось, что такие подмногообразия 
практически всегда обладают свойствами, аналогичным свой-
ствам келеровых 6M . При этом известны примеры 6-мерных 
уплощающихся подмногообразий алгебры октав с эрмитовой 
структурой, отличной от келеровой [8; 9]. 
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We consider 6-dimensional planar submanifolds of Cayley algebra. 
As it is known, the so-called Brown — Gray three-fold vector cross prod-
ucts induce almost Hermitian structures on such submanifolds. We select 
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the case when the almost Hermitian structures on 6-dimensional planar 
submanifolds of Cayley algebra are Hermitian, i. e. these structures are in-
tegrable. 

It is proved that the Hermitian structure on a 6-dimensional planar 
submanifold of Cayley algebra is stable if and only if such submanifold is 
totally geodesic. 

 

Keywords: Cayley algebra, 6-dimensional planar submanifold of Cay-
ley algebra, stability of the almost Hermitian structure. 
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