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Поля фундаментальных и охваченных геометрических объектов  

регулярной гиперполосы с центральным оснащением  
проективного пространства 

 
В данной работе приведено задание гиперполосы 

CHm с центральным оснащением в проективном про-
странстве Pn и доказана теорема существования. По-
строены поля фундаментальных и охваченных геомет-
рических объектов гиперполосы CHm в окрестностях 
1—3-го порядков. Доказано, что гиперполоса CHm, ос-
нащенная в смысле Э. Картана, индуцирует проектив-
ную связность, полученную путем проектирования (цент-
ром проектирования в каждой точке базисной поверх-
ности является плоскость Картана). 

 
Ключевые слова: гиперполоса, оснащение Картана, регулярная 

гиперполоса, тензор кручения-кривизны, квазитензор, геометриче-
ский объект, охват геометрического объекта, проективная связность 

 
§ 1. Задание регулярной гиперполосы  

с центральным оснащением  
в проективном пространстве 

nP  
 

В работе используется следующая схема индексов: 

nKJ ,1,  ; mqptskji ,1,,,,,,  ; 
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mpsji ,0~,~,
~

,
~  ; 1,1,,  nm . 

Знак « » означает сравнение по модулю базисных форм. 
 
Определение [8]. Гиперполоса mH  ( 2m ) называется 

центрально оснащенной, если оснащающие прямые в норма-
лях 1-го рода базисной поверхности [8] проходят через одну 
точку (центр оснащения). 

Центрально оснащенные гиперполосы обозначим симво-
лом mCH . Присоединим к гиперполосе mCH  подвижной то-

чечный репер }{1
JAR   следующим образом: mVAA 0 , 

где mV  — базисная поверхность гиперполосы mCH ; 

mi TA }{  (здесь mT  — касательная плоскость базисной по-

верхности mV  в точке 0A ); 1}{  mnXA  ( 1mnX  — характе-

ристика гиперполосы); nA  поместим в точку пересечения 

прямых )( 0Ah , то есть PAn   ( P  — центр оснащения). 

В репере 1-го порядка 1R  регулярная гиперполоса mCH  за-

дается уравнениями 

00 
n , 00  , 0n

 , 

0n , 00 n , 0i
n ,                            (1) 

jn
ij

n
i 0  , j

iji 0   , ji
j

i
0   , 

где 
kn

ijk
n
ij

n
ij 0

0
0   , k

ijkijij 0
0
0    , 

kt
jk

t
j

t
j

t
j 0

00
0    ,                       (2) 

0][ n
ij , 0][  ij , 0][ s

j
n

is  . 
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Поскольку гиперполоса mCH  регулярная [1], то тензор 1-го 

порядка }{ n
ij

def

  невырожденный. Для него введем обратный 

тензор ij
n  первого порядка: 

i
j

n
kj

ik
n   , 00

0
0  kij

nk
ij
n

ij
n  ,               (3) 

где 
n
stk

jt
n

is
n

ij
nk   , jn

stkjk
n

st
n
stk

n
stk 0

0
)(

0
02   .     (4) 

Функция   есть относительный инвариант 1-го порядка: 
k

k
n
n

k
k

n
ij

ij
n mdd 0

0
0 )(2ln   , n

ijk
ij
nk  .   (5) 

Отметим, что },,{1
i

jij
n
ij 

  , },,,{ 12
i

jkijk
n
ijk 

  , … — 

последовательность фундаментальных геометрических объек-

тов [2], гиперполосы mCH . 

 

§ 2. Теорема существования гиперполосы mCH  

 

Теорема. В проективном пространстве nP  регулярная ги-

перполоса с центральным оснащением mCH  (1) существует с 

произволом )1()(  mnmmnsm  функции m  аргументов. 

Доказательство. Чистое замыкание системы (1) предста-
вим в виде 

00  jn
ij  , 00  j

ij  , 00  ji
j  .          (6) 

Найдем характеры системы (6) [2]: 

)1()(1  mnmmnms , 

)1())(1(2  mnmmnms , 
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)1())(2(3  mnmmnms , 

… 

)1()(1  mnmmnsm . 

Далее вычисляем число Э. Картана системы (6) (пусть 
:))1(  mnmA  

 

.
6

)2()1)((

2

)1(

])()1([...]))(3[(3

]))(1[(2])([...32 321










mmmmnmm
A

AmnmmmAmnm

AmnmAmnmmssssQ m

 

В силу леммы Э. Картана [2] из системы (6) следует 
kn

ijk
n
ij   , k

ijkij    , ki
jk

i
j    . 

Определим число линейно независимых коэффициентов 
N , входящих в систему (6): 

6

)2()1)((

2

)1( 





mmmmnmm
AN . 

Итак, NQ  . Система (6) находится в инволюции [12], а 

ее произвол определяется характером ms , что и требовалось 

доказать. 
 

§ 3. Поля фундаментальных и охваченных  
геометрических объектов гиперполосы mCH  

в дифференциальной окрестности 2-го и 3-го порядков 
 

1. Окрестность 2-го порядка. Продолжив уравнение (5) и 

введя обозначение ii m





2

1~
, получим 

j
ijiii 0

00
0

~~~   ,                       (7) 

где s
jsi

def

ij m 
 




2

2~
. 
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Таким образом, функция i
~

 (7) есть квазитензор 2-го по-

рядка. Далее, используя элементы гиперполосы, строим поля 

тензоров ,
na 

ijc , ij
nb   и поле квазитензора 0

e  [10] 

ij
nij

def

n m
a  1

 , n
ijnij

def

ij ac    , ij
n

kj
n

i
k

def
ij
n eb  

0 ,  

i
i

def

m
e  

10 , 

компоненты которых в силу (2, 3) удовлетворяют уравнениям 
k

nkn aa 0
  , k

ijkijij ccc 0
0
0    , 

kij
kn

ij
n bb 0  , k

kee 0
000    . 

Тензоры 
ijc  и ij

nb   симметричны по индексам i  и j . 

Введем в рассмотрение следующие охваты, тем самым по-
строим еще ряд полей геометрических объектов 2-го порядка: 

)(

~
k

n
ij

n
ijk

def
n
ijkD  , n

jlk
n
ist

kt
n

ls
n

def

ij DDD  , n
jtl

n
isk

kl
n

st
n

ij
n

def

n DDD  , 

n
jk

ij
n

def
i
k bb   , j

s
s
j

def

bbb   , 



 st

st
n

def

n cbb  ,              (8) 

is
nsj

def
i

nj cc   , s
nk

k
ns

def

nn ccc   . 

Каждый из этих охватов в силу уравнений (2—4, 7, 8) об-
разует тензор ( nD  — относительный инвариант, вообще гово-

ря, ненулевой), причем тензоры n
ijkD , ijD , b , 

nnc  симмет-

рические: 
sn

ijks
n
ijk

n
ijk DDD 0

0
02   , sk

n
ijk

n
ijs

n
ijks

n
ijksD )()(

~~   ,   (9) 

02 0
0  ijij DD , 
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k
k

n
nn DDd 0

0
0ln   ,                      (10) 

00
0  

i
k

i
k bb , 02 0

0   bb , 

00
0  



 nn bb , 

0 i
njc , 0 

nnc . 

Отметим, что тензоры ijD , 
nb , b , 

nnc  в общем случае 

невырожденные. Следовательно, можно построить взаимные 
им тензоры 2-го порядка. Например, 














  n

n
n

n bbbb , 00
0  




nn bb , 

i
jkj

ik DD  , 02 0
0  ijij DD .                 (11) 

В дифференциальной окрестности 2-го порядка построим 
охваты, необходимые нам для дальнейшего изложения: 

 





 bbbbB nn
def

n 
2

1
, kn

k
nn BBB 0

0
0    , 

 0



 eaBb n
n

def

 , 000
0   bb ,          (12) 

0


 ecD ij
n
kst

jt
n

is
n

def

nk  , 02 00
0  

 ij
n
kst

jt
n

is
nnknk cD , 


 n

ij
n

n
kij

def

nk abD , 02 0
0   nknk . 

2. Окрестность 3-го порядка. Построим систему охватов, 
связанных с 3-й дифференциальной окрестностью элемента 
гиперполосы nm PCH  . Продолжая уравнения (7, 10), полу-

чим уравнения для функций ij~ , kD : 

0
~~

2
~ 00

)(
0
0  

 ijjiijij , 

000
0  iii DD  . 
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Введем в рассмотрение функции 

ij
njiij

def

nT )~~~
(

~  , 
baT

m
S nn

def

n  ~1
, 

которые, согласно (3, 7, 8, 12), удовлетворяют уравнениям 

0
~~ 00

0  
 nnn maTT , k

nnknn SSS   0
0 . 

Следует отметить, что система функций 

 n
n

i
n
ij SbB ,,,

~
,    образует поле геометрических объектов 

3-го порядка на регулярной гиперполосе nm PCH  . Известно 

[6; 11], что эта система определяет поле инвариантных сопри-
касающихся с гиперполосой гиперквадрик, уравнения которых 
относительно репера 1-го порядка имеют вид 

nn
n

nnni
i

jin
ij xxxSxxbxxBxxxx 02 2)(2

~
2  




 . (13) 

Замечание 1. Относительно гиперквадрик (13) в каждой 
точке mVA 0  касательная плоскость )( 0ATm  и характеристи-

ка )( 01 AX mn   полярно сопряжены [7]. 

Замечание 2. Обращение в нуль тензора Дарбу n
ijkD  (9) 

есть условие соприкосновения 3-го порядка гиперквадрик (13) 
с гиперполосой nm PCH  , то есть в каждой точке mVA 0  

гипреквадрике (13) принадлежат точки 

0A , 00 dAA  , 0
2

00 2

1
AddAA  , 0

3
0

2
00 !3

1

2

1
AdAddAA  . 

Поле геометрического объекта  in
ij ~,  устанавливает меж-

ду полями нормалей i
n , 0

i 1-го и 2-го рода гиперполосы mCH  

полярное соответствие (взаимность) относительно поля со-
прикасающихся гиперквадрик (13) тогда и только тогда, когда 
выполняется соотношение [8] 

k
n

n
ikii   ~0 .                                 (14) 
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Наконец, в 3-й дифференциальной окрестности введем но-
вые функции: 

n
ijnjiij

def

ij T
m

V ~1~~~  , )( nknk
n
kstij

jt
n

is
n

def

nk DVW   , 

nk
ik

def
i

n WDW  , )
~

(
2

1
kk

ik
n

def
i

n DF   , i
n

i
n

i
n FWJ  , 

дифференциальные уравнения которых имеют вид 

02 00
0  

 ijijij cVV , 02 0
0  nknk WW , 

ki
nk

i
n WW 0 , ki

nk
i

n FF 0 , 0 i
nJ .           (15) 

Заметим, что функция )( k
n

k
n

ijn
ijk FWDDJ   [8] есть абсо-

лютный инвариант 3-го порядка гиперполосы nm PCH  , так 

как в силу (9, 11, 15) имеем 0J . 
Замечание 3. Требование инвариантности поля нормали 

)(mnN   первого рода гиперполосы mCH  приводит к условию 

ji
nj

i
n 0  , 

а требование инвариантности поля )(1 mN  нормалей 2-го ро-

да приводит к условию 
k

ikii 0
000   . 

В качестве охвата объекта }{ i
n  можно взять любой из тен-

зоров i
nW , i

nF , i
nJ . Например, пусть для определенности 

i
n

def
i
n W . Тогда по формуле (14) находим охват объекта }{ 0

i : 

p
n

n
ipi

def

ii WW   ~00 . 
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§ 4. Проективная связность  

на оснащенной гиперполосе mCH  

 

Определение. Гиперполоса mCH  оснащена в смысле 

Э. Картана [8], если каждой точке mVA 0 поставлена в соот-

ветствие плоскость )( 01 AK mn   размерности 1mn , не 

имеющая общей точки с касательной плоскостью )( 0ATm . 

Плоскость ],[1 nmn KKK   в каждой точке mVA 0  

можно задать следующим образом: 

  AAK  0
0 , nni

i
nnn AAAAK  

 0
0 ,     (16) 

где 
k

k 0
000    , k

nkni
i
nn 0

0000  
  ,     (17) 

ki
nk

i
n 0  , k

nkn 0   . 

Охваты функций в (16) имеют вид 

i
i

def

m
e  

100 , i
n

i
n W , ij

nijn

def

n m
a   1

 ,    (18) 


 n

i
nin aeWW 000  . 

В силу сказанного оснащение гиперполосы mCH  в смысле 

Э. Картана равносильно заданию на гиперполосе mCH  полей 

геометрических объектов }{ i
n , },,{ 0 

  n
i
n e , при этом в каж-

дой точке mVA 0  оснащающая плоскость )( 01 AK mn   пере-

секает характеристику )( 01 AX mn   по оси Кёнигса  2mnK  

][ 0
0

 AAeK   [8; 9]. 
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Известно [3], что при 1m  оснащающие плоскости 

Э. Картана )( 01 AK mn   неподвижны при любом смещении 0A  

тогда и только тогда, когда ее смещение не выходит за преде-

лы нормали 1-го рода )( 0AN mn . 

Проективную связность на гиперполосе mCH  определим 

при помощи системы форм j
i

~
~

~ , которые получаются из форм 

j
i

~
~ , i

0  следующим преобразованием [2]: 

ki
kj

j
i

j
i 0

~
~

~
~

~
~

~   .                             (19) 

Преобразованные формы j
i

~
~

~  (19) удовлетворяют струк-

турным уравнениям 

j
ki

kj
s

s
i

j
iD

~
~0

~
~

~
~

~
~

~~~   , 

где 

j
ki

ps
ki

j
ps

s
k

j
si

j
s

s
ki

s
i

j
ks

j
ki

j
ki

j
ki

d
~

~0

~
~

~
~

~
~

~
~

~
~

~
~

~
~

0
0

~
~

~
~

~
~ 

   . 

Здесь для удобства записи мы ввели обозначение 00  k . 

Формы j
ki

~
~ , k

0  образуют вполне интегрируемую систему и 

определяют на базисной поверхности mm CHV   поле геомет-

рического объекта j
ki

~
~ . Этот объект j

ki

~
~  мы будем называть 

объектом проективной связности   (19) гиперполосы mCH . 

Для того чтобы формы j
i

~
~

~  определяли проективную связ-

ность на гиперполосе mCH , необходимо и достаточно [2], 

чтобы было задано поле объекта связности j
ki

~
~ : 

pj
kpi

j
ki 0

~
~

~
~  ,                                  (20) 
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тогда 
pkj

kpi
j

s
s
i

j
i RD 00

~
~

~
~

~
~

~
~

~~~   , 

где j
kpi

j
kpiR

~

][
~

~
~   — тензор кручения-кривизны проективной 

связности гиперполосы mCH . 

Будем полагать, что гиперполоса nm PCH   оснащена в 

смысле Э. Картана [13]. Построим для этой гиперполосы mCH  

проективную связность  , внутренне определенную самой ги-

перполосой mCH , то есть охват объекта связности }{
~
~
j
ki  

фундаментальными объектами гиперполосы mCH  [4; 5]. 

Предварительно распишем систему дифференциальных 
уравнений (20): 

pj
kp

j
k

j
k 00

0
000

~   , 

p
kpi

i
kkk 0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

~   , 

p
ikpikq

q
ikikikik 0

00000
0

0
0

00 ~  
  , 

pj
ikpi

j
k

j
ik

j
ik 0

0
0

0
0

~   , 

где правые части pj
kpi 0

~
~

~   состоят из первоначальных членов 

pj
kpi 0

~
~   и членов, содержащих главные формы p

0 , которые 

перенесены из левых частей уравнений (20). 
Охват объекта проективной связности   осуществим по 

формулам 

00
0  k , 00  j

k , j
n

n
ik

j
ik a  , 0000





 aaaa n

n
ikikn

n
ikik  . (21) 

Таким образом, формы проективной связности j
i

~
~

~ , внут-

ренним образом присоединенные к гиперполосе mCH , имеют 

вид 
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ii
00

~   , 0
0

0
0

~   , kj
n

n
ik

j
i

j
i a 0

~   ,             (22) 

k
ikn

n
ikn

n
ikii aaa 0

00000 )(~  



  . 

Из соотношений (21) с учетом уравнений (1, 2, 17, 18) по-

лучаем следующие выражения для коэффициентов j
kpi

~
~

~ : 

0
~

0  j
kp , 0

~0
0  kp , j

np
n
ik

j
n

n
ikp

j
ikp aa  ~ , 

.

~

000

00000

pikikppn
n
ik

np
n
ikn

n
ikpnp

n
ikn

n
ikpikp

eaa

eaaeaaaa























 

Учитывая построенные выше охваты (21) компонент объ-
екта проективной связности Г, находим охваты компонент 

тензора кручения-кривизны j
kpiR

~
~ : 

00 j
kpR , 00

0 kpR , 

],

[2

][][

0
][

0
][][][

j
n

q
n

n
ip

n
kq

j
pki

j
pkin

j
p

n
ki

o
n

j
p

n
ki

j
pn

n
ki

j
ikp

aa

aaaaR

















 

].

[2

0
][

0
][

0
][

0
][

0
][

0
][

0
][

0

q
nn

n
ip

n
kq

q
n

n
ipkqn

q
n

n
ip

n
kq

pkinp
n

kipn
n

kipn
n

kiikp

aaaaaa

aaaaaR




















 

Покажем, что построенная связность   относится к классу 
проективных связностей, определяемых путем проектирования. 
Действительно, при определяющем связность отображении 

]2[)()(),()(  uAuAduuAduuA J
J
KKKK   

образом касательной плоскости )]([)( ~ duuAduuT im   яв-

ляется плоскость :)],([),( ~ duuAduuT im   

]2[)()(),()( ~~~~  uAuAduuAduuA K
K
iiii  .     (23) 
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Спроектируем на касательную плоскость 

))](([)( 0~ AuAuT im   образ )],([ ~ duuAi  соседней касательной 

плоскости )]([)( ~ duuAduuT im  , приняв оснащающую 

плоскость ],[)( 01 nmn KKAK   за центр проектирования. 

Эта проекция определяется отображением 

.)()(

)()()(

)(

),(),(
~

),(

~~~~~

0
0
~

0
~

0
~~~~

~~~~~

~

~~

~~~~~

n
n
i

n
iin

n
ii

iin
n
ik

k
n

n
i

k
ii

n
n
iin

n
iik

k
ii

n
n
iiiii

AlAlal

AllAluA

KlKlAAAuA

KlKlduuAduuAduuA






























  (24) 

Коэффициенты 
il~ , n

il~  определим из условия: проекции 

),(
~

~ duuA
i  вершин ),(~ duuAi  должны располагаться в каса-

тельной плоскости )]([)( ~ uAuT im  , то есть в разложении (24) 

должны отсутствовать члены, содержащие A  и nA . В резуль-

тате получим, что 

00 nl , 00 l , j
n

n
ij

n
i al  , p

n
n
ip

p
ipi aal 00    .    (25) 

Итак, суперпозиция отображений (23) и (24) задает отоб-
ражение, определяющее проективную связность   для гипер-

полосы mCH  (здесь мы учитываем соотношения (25)): 

p
p

iiii AuAduuAduuA ~
~

~~~~
~)(),(

~
),(  . 

Формы (22), определяющие главную часть полученного 
отображения, и являются формами проективной связности на 

гиперполосе mCH , определенной путем проектирования. Объ-

ект этой связности   определяется формулами (22), что и тре-
бовалось доказать. 
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Fields of fundamental and embracing geometric objects 

of a regular hyperband with central framing of a projective space 
 

Submitted on April 5, 2022 
 
The study of hyperbands and their generalizations in spaces with dif-

ferent fundamental groups is of great interest in connection with numer-
ous applications in mathematics and physics. In this paper, we study a 
special class of hyperbands, i. e., centrally equipped hyperbands. A hy-
perband Hm (m ≥ 2) is said to be centrally rigged if the rigging lines in the 
normals of the 1st kind of the base surface pass through one (the center of 
the rigging). 

The article gives a task of a centrally equipped hyperband in the 1st 
order frame. A sequence of fundamental geometric objects of a hyperstrip 
with central framing is constructed. An existence theorem for a hyperband 
with a central framing is proved. It is proved that a hyperstrip with central 
framing and framing in the sense of Cartan induces a projective connec-
tion obtained by projection, where the projection center at each point is 
the Cartan plane. The spans of the components of the curvature-torsion 
tensor of the constructed connection are found. 

 
Keywords: hyperstrip, Cartan equipment, regular hyperstrip, torsion-

curvature tensor, quasitensor, geometric object, envelopment of a geomet-
ric object, projective connection 
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