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О ПРОСТРАНСТВЕ КОНФОРМНОЙ СВЯЗНОСТИ 

НА КАСАТЕЛЬНО ОСНАЩЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
КОНФОРМНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 

Получено пространство конформной связности m,mC  

без кручения, индуцируемое касательным оснащением 
полем m -сфер ][ P  многомерной поверхности mV  

конформного пространства nC . 
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На протяжении всего изложения индексы пробегают сле-
дующие значения: 

 ;1,1,;,1,;1,0,;,1,,  nmvunmnnKJI  

 .1,,0,;,1,,  nmbamkji  

Рассмотрим конформное пространство nC , отнесенное к 

полуизотропному реперу  0 I n 1R A , A , A   [3]. Инфинитези-

мальные перемещения репера { A } определяются уравнения-

ми 

  AdA , где дифференциальные формы Пфаффа 

  

удовлетворяют структурным уравнениям конформного про-
странства nC  [4; 5]. Геометрически отнесение конформного 

пространства nC  к полуизотропному реперу R означает, что 
вершины А0, Аn+1 репера принадлежат гиперквадрике Дарбу 

2
nQ  проективного пространства 1P n , а вершины АI лежат на 

пересечении касательных гиперплоскостей к 2
nQ  в точках А0, 

Аn+1. При такой специализации репера уравнение гиперквад-
рики Дарбу имеет вид [4; 5]: 

 02 10  nKI
IK xxxxg .  (1) 

В полуизотропном репере, согласно [4; 5], справедливы 
соотношения 
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Отметим, что в силу овальности гиперквадрики (1) тензор 

IJg  невырожден: 

 0,  I
K

KJJ
K

IKIJJ
I

KJ
IK ggdggg . 

На гиперквадрике Дарбу 2
nQ  проективного пространства 

1P n  возьмем поверхность mV
~

 ( 1 nm ), описываемую точ-
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кой 2
0A nQ . Прообразом поверхности 2~

nm QV   при отобра-

жении Дарбу является поверхность mV  конформного про-

странства nC . 
Дифференциальные уравнения m-мерной поверхности 

nm CV   в репере 1-го порядка имеют вид 00  , результат 

продолжения последних уравнений есть .0, ][0  
ij

j
iji  

По аналогии с работой [6] гиперполосой mH  в n-мерном 

конформном пространстве nC ( 1 nm ) назовем поверхность 

mV , оснащенную m-параметрическим семейством касательных 

(п-1)-мерных линейных элементов :),( 10 nLA  10  nm LTA  

(где mT  — касательная плоскость к mV  в точке 0A ); при этом 

поверхность mV  называется базисной. Зададим элемент 1nL  

точкой 0A , гиперсферами mi TA   и (n-m-1) гиперсферами vP , 

то есть  vin PAAL ,,01  , где vvv AAxP  0
0 . 

Известно [7], что в этом случае с т-мерной поверхностью 

mV  (т < n — 1) п-мерного конформного пространства nC  ин-

вариантным образом ассоциируется т-мерная гиперполоса 
кривизны mH , для которой исходная поверхность является ба-

зисной; при этом в полуизотропном полуортогональном репе-
ре 1-го порядка гиперполоса nm CH   определяется системой 

уравнений Пфаффа 

 ji
j

ij
iji

u
n

n
u 000 ,,0  

 , 

где 

 .0,0,0,0 ][][][  



ij

s
jis

u
ki

k
jn

n
ki

k
juij gg   (2) 

Пусть поверхность nm CV   оснащена полем касательных 

m -сфер ][ P , где 

   AAxP 0
0 , 
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определяемым полем квазитензора { 0
x }: 

 .0
0000

0
00 j

jxxxdx  

  

Такое оснащение эквивалентно тому, что в пространстве nC  

задано дифференцируемое соответствие 10  nXA , где точка 

1nX  имеет разложение: 

 1
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
 

nn APxgAxxgX ; 

при этом точки 0A , 1nX  и проходящие через них гиперсферы 

iA , P  образуют конформный полуортогональный репер 

0 i n 1R { A , A , P , X }   . 

Возьмем систему из 2)2( m  форм Пфаффа  a
b , где 
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  (3) 

Система форм (3) удовлетворяет структурным уравнениям 
пространства конформной связности [8] mmC ,  с m-мерной ба-

зой mV  и m-мерными слоями, являющимися конформными 

пространствами )()( uCuC m
i

m  : 
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где совокупность функций  a
bstR  есть тензор кривизны-

кручения пространства mmC , : 

 ka
bstk
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c
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a
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bkt
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a
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a
bst RRRRRRdR 0

0
02  . 
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В структурных уравнениях (4) компоненты тензора кри-
визны-кручения a

bstR  пространства mmC ,  в силу соотношений 

(3), (4) имеют следующее строение: 
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 (5) 

причем 

 0,0
1 

k
istjk

k
jstikkst

jkj
stn RgRgRgR . 

Замыкая уравнения 

 j
k

kjjD  00
0
00  

(см. (4)), получим 0)( j
kstR . Аналогично, в силу ,00

0 stR  

01 n
istR  (см. (5)) из структурных уравнений (4) найдем: 

 00
)( kstR , 0)( pk

p
sti gR . 

Таким образом, имеем: 

 0)( j
kstR , 00

)( kstR , 0)( pk
p

sti gR .  (6) 

Соотношения (6) представляют собой аналоги тождеств Риччи 
пространства mmC ,  без кручения. 

Система функций  j
istR  образует тензор, при этом тензор 

j
isj

def

is RR   называется тензором Риччи [8] пространства mmC ,  без 

кручения. Согласно [8], в случае симметрии тензора isR  про-

странство mmC ,  назовем эквиконформным. Используя соотно-

шения (5), найдем альтернированный тензор Риччи: 

 


  ][
0

]||[][ si
j

isjis xR ; 

из последних соотношений в силу (2) имеем: 0][ isR . 

Таким образом, доказана 
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Теорема 1. Инвариантное касательное оснащение поверх-
ности mV  в конформном пространстве nC  полем m-сфер ][ P  

индуцирует пространство конформной связности mmC ,  с по-

лем метрического тензора ijg , определяемое системой форм 

Пфаффа (3), причем компоненты тензора кривизны-кручения 
этого пространства имеют строения (5); при этом про-
странство mmC ,  является эквиконформным и имеют место 

аналоги тождеств Риччи (6). 
Рассмотрим в проективном пространстве 1P n  точку M , за-

данную в репере R  своими координатами x , то есть 
 AM x . 

Пусть эта же точка M  в репере R   имеет разложение 

 1
1

0
0 XPAAM 




  n
n

i
i yyyy . 

«Старые» координаты x  точки M  и ее «новые» координаты 
y связаны соотношениями 
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  (7) 

Так как в репере R   система из mn   уравнений 0y  

определяет ( 1m )-плоскость 110 P]XAA[  
nni , то в репере 

R , согласно (7), ее уравнения имеют вид: 

 010  


 nxxgx .  (8) 

Следовательно, при перенесении Дарбу точки фиксиро-
ванного слоя )(uCm  пространства mmC ,  отображаются в точки 

квадрики Дарбу 2
mQ , получающейся при пересечении ( 1m )-

плоскости ]XAA[ 10 ni  с гиперквадрикой Дарбу 2
nQ . 
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Таким образом, справедлива 
Теорема 2. Все точки каждого слоя пространства кон-

формной связности mmC , , индуцируемого касательным ос-

нащением многомерной поверхности nm CV   полем m-сфер 

][ P , при перенесении Дарбу пространства nC  на проек-

тивное пространство n 1P   отображаются в точки квадри-

ки 2
mQ , получающейся при пересечении гиперквадрики Дарбу 

2
nQ  с полярой )1(  mn -плоскости 1 nP][P  относи-

тельно этой гиперквадрики. 
Пусть задано полное оснащенение поверхности nm CV  , 

то есть кроме касательного оснащения полем m-сфер ][ P  за-

дано ее нормальное оснащение полем (n-m)-сфер ][ iP , 

 0
0 AxAP iii  , 

определяемым полем квазитензора { 0
ix }: 

 0 0 0 0 j 0 0 j
i i 0 j i i ij 0dx x x x .         (9) 

Уравнения (9) с использованием форм (3) примут вид: 

 0 0 0 0 j 0 0 j
i i 0 j i i ij 0dx x x x        . 

Следовательно, задание поля квазитензора 0
ix  на касательно 

оснащенной поверхности nm CV   определяет нормализацию 

[9] пространства конформной связности mmC , . Доказана 

Теорема 3. Инвариантное полное оснащение т-мерной по-
верхности mV  конформного пространства nC  полями квази-

тензоров 0
ix , 0

x  индуцирует нормализованное пространство 

конформной связности mmC , , определяемое полями m-сфер [ P ] 

и (n-m)-сфер ][ iP , задаваемыми соответственно полями ква-

зитензоров 0
x , 0

ix . 
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ON THE SPACE OF CONFORMAL CONNECTION  
AT THE TANGENTIAL FRAMED SURFACE  

OF THE CONFORMAL SPACE 
 

We study the torsion-free space of conformal connection mmC ,  

induced by tangential framing of the m-dimensional surface mV  in 

the conformal space nC . 




