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1 
Тор как поверхность переноса 

 
Приводится пример тора, отличного от классиче-

ского, который получается при вращении окружности 
вокруг оси. Мы рассматриваем тор как поверхность пе-
реноса, которая получается при параллельном переносе 
одной окружности вдоль другой. C помощью системы 
компьютерной математики строятся рассматриваемые 
поверхности.  

 
Ключевые слова: поверхность переноса, тор, периодические 

функции. 
 

В евклидовом пространстве 3E  рассмотрим поверхность 
переноса M  (см.: [1, c. 315; 2, с. 130; 3]): 

],[],,[),()(),(   vuvVuUvur ,             (1) 

где )(),( vVuU 2  — периодические вектор-функции, причем 

кривые )(),( vVVuUU   не принадлежат одной плоскости и 

не вырождаются в отрезки  прямой. 
Формула (1) определяет [4, с. 75] модель тора. Действи-

тельно,  

),()()2()()(),( vrvVUvVUvr   , 
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),()2()()()(),(  urVuUVuUur  . 

Имеем склейку противоположных сторон прямоугольника 
],[],,[   vu  по точкам, лежащим на общей горизон-

тали, и одновременно склейку по точкам, лежащим на общей 
вертикали [4, c. 75]. 

Рассмотрим вектор-функцию 

],[),()()(  vvVkvUvr . 

Ищем обмотку тора. Если обмотка тора — замкнутая кри-
вая [3], то k  — рациональное число. 

Действительно, 
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Модели тора 

 
Рассмотрим поверхности переноса М:  

.],,[

],,[)),sin(),cos()sin(),(cos(),(
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В нашем случае  

)0),sin(),cos(()()),sin(),cos(,0()( vavavVuuuU  .        (2) 

Кривые (2) есть окружности. Будем рассматривать случаи, 
когда радиусы окружностей 1a  и .2a  

Построим поверхность переноса М, полагая 2,1a  (рис. 1). 

Поверхность переноса М можно рассматривать как па-
раллельное перенесение одной линии вдоль другой. 

Построим ее для случая 2a  (рис. 2). 
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а                                                          б 

 

Рис. 1. Тор:  
а — а = 1; б — а = 2 

 

 
Рис. 2. Тор как поверхность переноса 

 
Характер точек на торе М  

 

Обычным способом определим гауссову кривизну K  по-
верхности. Имеем 

g

b
K  , где 2,1,),det(),det(  jiggbb ijij , 
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 .                            (3) 

Для параболических точек   

0)cos()sin( uv .                                  (4) 

Уравнение (4) определяет четыре окружности: 
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Точки касания этих окружностей 

),0,1(),2/(4),,0,1(),2/(3

),,0,1()0,2/(2),,0,1()0,2/(1

aPaP

aPaP







 

есть особые точки. Для них 0g . 
Замечаем, что 

.,;,;,;, 2434234342123111 SPSPSPSPSPSPSPSP   

Построим эти окружности при 2,1  aa  (рис. 3). 

 
а                                                          б 

 

Рис. 3. Параболические точки на торе М: 
а — а = 1; б — а = 2 
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Для эллиптических точек 

0)cos()sin( uv                                 (6) 

имеем три куска поверхности: 

),0(),2/,2/(:1   vuME , 

)0,(),2/,(:2   vuME , 

)0,(),,2/(:3   vuME . 

Построим их (рис. 4). 

 
а                                                          б 

 
Рис. 4. Эллиптические и параболические точки на торе М: 

а — а = 1; б — а = 2 
 

Для гиперболических точек 

0)cos()sin( uv                                   (6) 

имеем три куска поверхности: 

),0(),,2/(:1   vuMG ,            

),0(),2/,(:2   vuMG , 

)0,(),2/,2/(:3   vuMG . 

Построим их (рис. 5). 
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а                                              б 
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Рис. 5. Гиперболические и параболические  точки на торе М:  

а — а = 1; б — а = 2; в — а = 1; г — а = 2 
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Torus as translation surface 
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The translation surface is the surface formed by the parallel transfer 

of the curve so that its point slides along another curve. 
We study the torus different from the classic torus, which is obtained 

by rotating the circle along the axis. We consider the torus as the surface 
of translation. We obtain the surface of translation by parallel translation 
of one circle along the other circle. 

We constructed the surface of translation in Euclidean space E3 with 
the help of mathematical package. 
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