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O некоторых почти контактных метрических 
гиперповерхностях W4-многообразий 

 
Доказано, что 3-гиперповерхности W4-многообра-

зий допускают почти контактную метрическую струк-
туру, идентичную той, которая может быть реализована 
на 2-гиперповерхностях таких многообразий. 
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1. Класс 4W  относится к так называемым малым классам 

Грея — Хервеллы почти эрмитовых многообразий. Его часто 
называют классом локально конформных келеровых многооб-
разий, что не совсем точно: на самом деле класс 4W  содержит 
локально конформные келеровы (locally conformal Kählerian, 
LCK-) многообразия, а совпадает с классом LCK-многообра-
зий лишь для размерности не ниже шести [1]. 4W -многообра-
зия изучали такие известные математики, как И. Вайсман (Из-
раиль), А. Грей (США) и В. Ф. Кириченко (Россия). 

Известно [2], что на всякой ориентируемой гиперповерх-
ности почти эрмитова многообразия индуцируется почти кон-
тактная метрическая структура. В работе [3] было доказано, 
что если почти эрмитово многообразие принадлежит классу 

4W , а типовое число гиперповерхности равно единице, то поч-
ти контактная метрическая структура на такой гиперповерхно-
сти будет идентична той, что индуцируется на вполне геодези-
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ческой гиперповерхности. Результаты такого же плана получе-
ны для 0- и 1-гиперповерхностей специальных эрмитовых [4], 
приближенно келеровых [5] и келеровых многообразий [6]. 

В данной статье будет показано, что 3-гиперповерхности 

4W -многообразий допускают почти контактную метрическую 
структуру, идентичную структуре, которая может быть реали-
зована на 2-гиперповерхностях таких многообразий. 

 

2. Напомним [1], что под почти эрмитовой (almost Hermi-

tian, AH-) структурой на четномерном многообразии nM 2  мы 
понимаем пару   ,, gJ , состоящую из почти комплексной 

структуры J и римановой метрики  ,g , причем J и  ,g  

должны быть согласованы таким условием: 

).(,,,, 2nMYXYXJYJX   

Для всякой AH-структуры   ,, gJ  на многообразии nM 2  

определяется так называемая фундаментальная форма: 

)(,,,),( 2nMYXJYXYXF  . 

Пусть  },,{,2 gJM n  — почти эрмитово многообразие. 

Зафиксируем точку nMp 2 . Пусть )( 2n
p MT  — пространство, 

касательное к многообразию nM 2  в точке p;   ,, pp gJ  — 

почти эрмитова структура, порожденная парой   ,, gJ . 

Реперы, адаптированные почти эрмитовой структуре (или А-ре-
перы), устроены следующим образом: 

ˆ ˆ1 1
( , , , , , , )n np      , 

где a  — собственные векторы оператора почти комплексной 
структуры в комплексификации касательного пространства, от-
вечающие собственному значению оператора 1i , а â  — 
собственные векторы, отвечающие собственному значению i . 
Здесь индекс a принимает значения от 1 до n; naa ˆ . 
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Почти эрмитова структура принадлежит классу 4W , если 

          


 YFZXZFYX
n

ZYFX  ,,
12

1
,  

    JYFJZXJZFJYX  ,,  , ),(,, 2nMZYX   

где   — оператор кодифференцирования, а   — риманова связ-
ность метрики  ,g  [1]. 

Как мы уже упоминали выше, на всякой ориентируемой 
гиперповерхности N почти эрмитова многообразия индуциру-
ется почти контактная метрическая структура, под которой по-
нимают систему тензорных полей  g,,,  , для нее вы-

полняются следующие условия: 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, NYX  . 

Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле,   — 

ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика, )(N  — мо-

дуль гладких векторных полей на гиперповерхности N. 
 

3. Воспользуемся записанными в А-репере структурными 
уравнениями Картана почти контактной метрической структу-
ры на ориентируемой гиперповерхности 12 nN  в 4W -многооб-

разии nM 2  [3; 7]: 

 2 nd B B i              
             

1
;

2
nB i

     
 

 
  

  

(1) 

 2 nd B B i            
               

1
;

2
nB i

     
 


     
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   2 2 2n n
n n nd B B i B i           

           
 

  ,n
n nB i   

    

где ˆ
ˆ ˆ,,

, .
2 2

ab a c a
c ab b cb c

i i
B J B J    

Здесь }{  , }{   — компоненты форм смещения ( ),n   

}{ k
j  — компоненты форм римановой связности; через }{ ,

j
mkJ  

обозначены компоненты J . Отметим, что системы функций 

 c
abB  и  c

abB  служат компонентами тензоров Кириченко по-

чти эрмитовой структуры на многообразии 2 .nM  Здесь и далее 
, , 1 , , 1n     ; , , 1 , ,a b c n  ; naa ˆ ;   — вто-

рая квадратичная форма погружения гиперповерхности 12 nN  

в 4W -многообразие nM 2 . 
Рассмотрим случай [2], в котором матрица второй квадра-

тичной формы гиперповерхности 4W -многообразия принима-
ет следующий вид: 

 

ˆ

0

0

0

0 0 0 0

0

0

0

( )

( )

ps nn

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
  
 



 







 





, ,n,,,,s,p 1321    

причем 
1)()( ˆˆ    rankrank . 
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Тогда ранг матрицы  ps  будет равен двум в том и только 

том случае, когда 0nn ; в противном случае 3)( psrank  . 

Обратим внимания на такой важный факт: в рассматриваемом 
А-репере структурные уравнения Картана почти контактной 
метрической структуры не содержат компоненту nn , а следо-
вательно, обращение в нуль этой компоненты никак не скажется 
на соответствующих структурных уравнениях. Для рассмат-
риваемых нами гиперповерхностей, для которых 2)( psrank   

или 3)( psrank  , то есть гиперповерхностей с типовыми чис-

лами два или три, соответственно, структурные уравнения (1) 
примут одинаковый вид, а именно: 

  











 nBBd 2  

1
;

2
nB i

     
 

 
    

  










 nBBd 2  

1
;

2
nB i

     
 


     

   





  n
nn

n BBBd 22 .n
nB 

   

Таким образом, мы пришли к следующему результату. 
Теорема. В 4W -многообразии почти контактные метри-

ческие структуры на гиперповерхности с типовым числом 
два и на гиперповерхности с типовым числом три могут ока-
заться идентичными. 

Учитывая тот факт, что класс 4W  почти эрмитовых много-
образий содержит все LCK-многообразия, мы получаем такое 

Следствие. В LCK-многообразии почти контактные мет-
рические структуры на гиперповерхности с типовым числом 
два и на гиперповерхности с типовым числом три могут ока-
заться идентичными. 
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On some almost contact metric hypersurfaces of W4-manifolds 
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It is proved that 3-hypersurfaces of W4-manifolds admit an almost 

contact metric structures that can be identical to the structure induced on 
2-hypersurfaces of such manifolds. 

 

Keywords: almost contact metric structure, type number, hypersur-
face, W4-manifold. 
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