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ТРИ РАССЛОЕНИЯ ПРОЕКТИВНОЙ ГРУППЫ 

 

Рассмотрена группа преобразований GP(n) n-мерного про-
ективного пространства Pn, выделяемая факторизацией из ли-
нейной группы GL(n+1). Проективная группа GP(n) содержит 
аффинную группу GA(n), коаффинную группу GA*(n) и линей-
ную группу GL(n), являющиеся подгруппами стационарности 

гиперплоскости Pn-1, точки А и 0-пары (A,Pn-1), APn-1. Показа-
но, что проективная группа GP(n) представляется в виде трех 
главных расслоений, типовыми слоями которых являются под-
группы GA(n), GA*(n) и GL(n): 1) аффинных реперов над двой-
ственным проективным пространством гиперплоскостей 

)n,n(GrP*

n 1  – многообразием Грассмана гиперплоско-

стей; 2) коаффинных реперов над исходным проективным про-
странством Рn = Gr(0,n) – многообразием Грассмана точек;  
3) линейных реперов со связностью над 2n-мерным простран-
ством 0-пар П2n – подмножеством неинцидентных пар (A,Pn-1) 

прямого произведения ).n,1n(Gr)n,0(GrPP *

nn   

 

1. Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвижному 

реперу {A,AI} (I,J,K,L = n,1 ). Деривационные формулы вершин ре-

пера имеют вид 

 ,AAAdA,AAdA
IJ

J

IIII

I   (1) 

причем базисные формы I

I

J

I ,,   эффективно действующей в про-

странстве Pn проективной группы GP(n) удовлетворяют структурным 

уравнениям (см., например. [1, с. 173]): 
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 .D J

J
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2. Пусть в проективном пространстве Pn фиксирована гиперплос-

кость Pn-1, тогда пространство Pn становится гиперцентропроективным 

пространством },P,P{P 1nn

1n

n 

   эквивалентным расширенному аффин-

ному пространству .A
~

n  Поместим вершины AI репера {A,AI} в гипер-

плоскость Pn-1. Из формул (12) находим уравнения стационарности ги-

перплоскости Pn-1: ,0I   которые в силу структурных уравнений (4) 

образуют вполне интегрируемую систему и упрощают уравнения (2; 3) 

 ).|(D,D
0I

I

K

K

J

I

J

I

J

JI


  (5) 

Получили структурные уравнения аффинной (гиперцентропроектив-

ной) группы GA(n), действующей в пространствах 1n

nP   и .A
~

n  

Замечание 1. Норден [2] назвал 1n

nP   рассеченным простран-

ством. Если из пространства 1n

nP   удалить гиперплоскость Pn-1, то 

получим разрезанное [3, c. 65] гиперцентропроективное простран-

ство ,P 1n

n

  эквивалентное аффинному пространству An, в котором 

также действует аффинная группа GA(n). 

Из структурных уравнений (52) видно, что система уравнений 

0I

J   вполне интегрируема. Она выделяет в аффинной группе 

GA(n) n-членную подгруппу Tn трансляций точек пространства 1n

nP   

с внешними уравнениями 

 ).|(0D
0I

J

III


  

Подгруппа Tn абелева и является нормальным делителем группы 

GA(n), поэтому имеется линейная факторгруппа GL(n) = GA(n)/Tn со 

структурными уравнениями (52). 

Утверждение 1. Аффинная группа GA(n) содержит линейную 

подгруппу GL(n), выделяемую вполне интегрируемой системой урав-

нений 0I   и изоморфную факторгруппе GL(n), действующей не-

эффективно в двух (n-1)-мерных проективных пространствах: Pn-1 и 
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*

1nP  – пространстве (n-2)-мерных плоскостей, принадлежащих ги-

перплоскости Pn-1, и многообразии Грассмана Gr(n-2,n-1). 

В пространстве Pn рассмотрим пространство *

nP  гиперплоско-

стей, т.е. многообразие Грассмана Gr(n-1,n). Пространство 
*

nP  = Gr(n-1,n) является n-мерным проективным пространством ги-

перплоскостей, двойственным исходному точечному пространству 

Pn. В уравнениях (3) вынесем базисные формы K  пространства *

nP : 

 ).(D IK

J

KI

JK

I

K

K

J

I

J   (6) 

Утверждение 2. Проективная группа GP(n) есть главное рас-

слоение аффинных реперов )P(A *

n)1n(n   со структурными уравнени-

ями (4; 6; 2), базой которого является двойственное проективное 

пространство *

nP , а типовым слоем служит n(n+1)-членная аф-

финная группа ).n(GAA )1n(n   

Утверждение 3. Для задания (полной) аффинной связности 

},{ IK

J

IJ   в расслоении )P(A *

n)1n(n   достаточно произвести оснаще-

ние Бортолотти многообразия Грассмана Gr(n-1,n), т.е. к каждой 

гиперплоскости Pn-1 присоединить точку BPn-1. 

3. Зафиксируем в проективном пространстве Pn точку А, тогда Pn 

станет центропроективным пространством },A,P{P n

0

n  эквивалент-

ным расширенному коаффинному пространству .Â*

n  Из формулы 

(11) получим уравнения стационарности точки А: ,0I   которые в 

силу структурных уравнений (2) образуют вполне интегрируемую 

систему и упрощают уравнения (3; 4) 

 ).|(D,D
0IJ

J

II

I

K

K

J

I

J 
  (7) 

Нашли структурные уравнения коаффинной (центропроективной) 

группы GA
*
(n), действующей в пространствах 0

nP  и .Â*

n  

Замечание 2. Если из центропроективного пространства 0

nP  уда-

лить точку А, то получим проколотое центропроективное простран-

ство 0

nP , эквивалентное коаффинному пространству ,A*

n в котором 

также действует коаффинная группа GA
*
(n). 
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Из структурных уравнений (71) видно, что система уравнений 

0I

J   вполне интегрируема. Она выделяет в коаффинной группе 

GA
*
(n) n-членную подгруппу *

nT  трансляций гиперплоскостей про-

странства 0

nP  с внешними уравнениями 

 ).|(0D
0I

J
III 

  

Подгруппа *

nT  абелева и является нормальным делителем группы 

GA
*
(n), поэтому имеется линейная фактор-группа GL *

(n) = GA
*
(n)/ *

nT  

со структурными уравнениями (71). 
Утверждение 4. Коаффинная группа GA

*
(n) содержит линейную 

подгруппу GL(n), выделяемую вполне интегрируемой системой урав-

нений 0I   и изоморфную фактор-группе GL *
(n), действующей 

неэффективно в двух (n-1)-мерных проективных пространствах: 

 Pn-1 и P *

1n  – связках прямых и гиперплоскостей с центром А. 

В уравнениях (3) вынесем базисные формы K  проективного 

пространства Pn: 

 ).(D J

I

KK

I

J

KI

K

K

J

I

J   (8) 

Утверждение 5. Проективная группа GP(n) есть главное рас-

слоение коаффинных реперов )P(A n

*

)1n(n   со структурными уравне-

ниями (2; 8; 4), базой которого является проективное простран-
ство Pn, а типовым слоем служит n(n+1)-членная коаффинная 

группа ).n(GAA **

)1n(n   

Утверждение 6. Для задания коаффинной связности }, IJ

I

JK   в 

расслоении )P(A n

*

)1n(n   достаточно осуществить нормализацию 

Нордена пространства Pn, т.е. к каждой точке А присоединить ги-
перплоскость Pn-1, несодержащую точку А. 

4. Пусть в пространстве Pn дана 0-пара [4, c. 378] (A,Pn-1) с уравне-

ниями стационарности .0,0
I

I   В этом случае проективное про-

странство Pn назовем парацентропроективным пространством 
1n,0

nP   = {Pn,A,Pn-1}, APn-1. Системы уравнений (5) и (7) принимают вид 

 ).|(D
0,0 I

I
I

K

K

J

I

J 
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Получили структурные уравнения линейной группы GL(n), дей-

ствующей в пространстве 1n,0

nP  , которое можно отождествить с n-

мерным векторным пространством. 

Утверждение 7. Аффинная, коаффинная и линейная подгруппы 

проективной группы связаны следующими включениями: 

 GP(n)  GA(n)  GL(n)  GA
*
(n)  GP(n). 

В проективном пространстве Pn рассмотрим 2n-мерное про-

странство П2n 0-пар (A,Pn-1), которое можно представить двумя спо-

собами: 1) к каждой точке APn присоединить множество гипер-

плоскостей, не проходящих через точку А; 2) к каждой гиперплоско-

сти Pn-1
*

nP  присоединить множество точек, не лежащих в гипер-

плоскости Pn-1. Таким образом, *

nnn2 PP   ,PP *

nn   где черта вы-

деляет в прямом произведении *

nn PP   подмножество неинцидент-

ных пар (A,Pn-1). Запишем уравнения (3) в виде 

 ,RD L

K

IK

JL

I

K

K

J

I

J   (9) 

 .R I

L

K

J

K

L

I

J

IK

JL   (10) 

Утверждение 8. Проективная группа GP(n) есть главное рас-

слоение линейных реперов )(L n2n2   со структурными уравнениями 

(2; 4; 9), в котором задана связность. Базой этого расслоения явля-

ется пространство 0-пар П2n, а типовым слоем служит  

n
2
-членная линейная группа ).n(GLL 2n

  Иначе говоря, группа GP(n) 

есть пространство линейной связности 
n2,n 2L  с n

2
-мерными слоями 

и 2n-мерной базой, причем ненулевые компоненты тензора кривизны 

находятся из формулы (10). 
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THREE BUNDLES OF A PROJECTIVE GROUP 

 

The transformation group GP(n) of n-measurement projective space Pn, al-

located by a factorization from a linear group GL(n+1) is considered. A projec-

tive group GP(n) is contain affine group GA(n), coaffine group GA
*
(n) and lin-

ear group GL(n) being subgroups of stationarities of a hyperplane Pn-1, point A 

and 0-pair (A,Pn-1), АPn-1. It is shown, that the projective group GP(n) is repre-

sented by the way of three main bundles, standard layers which one the sub-

groups GA(n), GA
*
(n) and GL(n) are: 1) affine frames over dual projective 

space of hyperplanes )n,1n(GrP*

n   – manifold of Grassmann of hyper-

planes; 2) coaffine frames over initial projective space Pn = Gr (0, n) – manifold 

of Grassmann of points; 3) linear frames with connection over 2n-measurement 

space of 0-pairs П2n – subset not incident pairs (A,Pn-1) of direct product 

).n,1n(Gr)n,0(GrPP *

nn   
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ГИПЕРПОЛОСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КОРАЗМЕРНОСТИ 

ДВА АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА An 

 
Изучается дифференциальная геометрия гиперполосных 

распределений (n-2)-мерных линейных элементов аффинного 

пространства Аn. 

Схема использования индексов такова: 

 ;n,1n,,,;2n,1t,s,l,k,j,i   

 n,1L,K,J,I,1n,1c,b,а  . 

1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство Аn со структур-

ными уравнениями 

 ,D,D K

L

L

I

K

I

I

L

LI    (1) 




