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О ФРОБЕНИУСОВЫХ АЛГЕБРАХ ВЕЙЛЯ ШИРИНЫ 2 

 
Доказано существование фробениусовых алгебр 

Вейля ширины 2. 

 

Пусть A — алгебра Вейля — коммутативная, ассоциатив-

ная алгебра A с единицей, обладающая нильпотентным идеа-

лом I таким, что факторалгебра A/I изоморфна алгебре дей-

ствительных чисел R. 

Наименьшее натуральное число r, удовлетворяющее усло-

вию Ir+1 = 0, называется высотой, а размерность факторалгебры 

I/I2 — шириной алгебры Вейля A. Алгебра A как векторное 
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пространство может быть представлена в виде прямой суммы R 

 I. 

Алгебра Вейля A — фробениусова, если существует не-

вырожденная билинейная симметрическая форма g: AAR, 

удовлетворяющая условию: 

 ),(),( bcagcabg    (1) 

для любых a, b, c  A [1]. 

Справедливо следующее 

Предложение [2]. Всякая алгебра Вейля A размерности 4 

изоморфна одной из следующих пяти алгебр Вейля: 

1) R(3) — алгебра плюральных чисел высоты 3; 

2) R(1) W R(2
2) — сумма Уитни алгебры дуальных чисел 

R(1) и алгебры плюральных чисел R(2
2) высоты 2; 

3) R(1) W R(2) W R(3) — сумма Уитни трёх алгебр 

дуальных чисел; 

4) алгебра Вейля A ширины 2 и высоты 2 с псевдобазисом 

(1, 2), базис алгебры A составляют элементы 1, 1, 2, 1
2. 

Определяющие соотношения алгебры A: 12 = 0, 2
2 = q1

2, q = 

1. 

Известно, что алгебра плюральных чисел является фробе-

ниусовой. В данной работе выясняется вопрос о существовании 

фробениусовых алгебр ширины больше 1. 

Рассмотрим алгебру Вейля A ширины 2 и высоты 2 с бази-

сом {1, 1, 2, 1
2} и определяющими соотношениями: 12 = 0, 

2
2 = q1

2, q = 1. Введём обозначения: 1 = 0, 1 = 1, 2 = 2, 1
2 = 

3, тогда 12 = 0, 22 = q3, q = 1. Используя структурные 

константы алгебры A, можно записать 

 



  , где , ,  = 0, 1, 2, 3.  (2) 

Ненулевые структурные константы данной алгебры имеют вид: 

 100
0  , 110

1
01
1  ,  
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02
2  , 130

3
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3  , 111

3  , q22
3   

Запишем условие (1) для базисных элементов алгебры A: 

 ),(g),(g   .  (3) 

Используя (2), запишем (3) в виде: 

 ),(),( 



  gg  .  (4) 

Учитывая, что форма g билинейна, получим: 

 ),(),( 



  gg  .  (5) 

Обозначим 
  gg ),( . Тогда (5) примет вид: 

 





  gg  .  (6) 

Пусть  =  — главная единица алгебры A, тогда, умножая 

(6) на , получаем: 

 










  gg  .  (7) 

Используя свойство структурных констант алгебры 



    

(символ Кронекера) и вводя обозначение 
 gg  , запишем 

(7) в виде: 

 





  gg ,  (8) 

и так как 


 gg  , то (8) примет вид: 

 



  gg  ; , ,  = 0, 1, 2, 3.  (9) 

Записывая (9) для конкретных значений индексов , , , полу-

чаем: 
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.0g,0g,0g,gg

,0g,qgg,0g,gg

,0g,0g,gg,gg

,gg,gg,gg,gg
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1312311110

303202101000









 

Вычислим определитель матрицы коэффициентов формы g: 

   .gq

000g

0qg0g

00gg

gggg

43

3

32

31

3210

  

Если g3  0, то   0 и форма g является невырожденной. 

Рассмотрим алгебру Вейля R(1) W R(2
2). Её базисом яв-

ляется {1, 1, 2, 2
2}, где 12 = 0, 12

2 = 0, 1
2 = 0, 2

3 = 0. Обо-

значим 1 = 0, 1 = 1, 2 = 2, 2
2 = 3, тогда 12 = 0, 13 = 0, 11 = 

0, 23 = 0. Ненулевые структурные константы данной алгебры 

имеют вид: 

100
0  , 110

1
01
1   , 120

2
02
2   ,  

130
3

03
3   , 122

3  . 

Коэффициенты формы g равны: 
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Вычислим определитель матрицы коэффициентов формы g: 
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 . 

Отсюда получаем, что форма g является вырожденной. 

Рассмотрим алгебру R(1) W R(2) W R(3). Её базисом 

является {1, 1, 2, 3}, где 12 = 0, 13 = 0, 23 = 0, 1
2 = 0, 2

2 = 0, 

3
2 = 0. Обозначим 1 = 0, 1 = 1, 2 = 2, 3 = 3, тогда 12 = 0, 13 

= 0, 23 = 0, 11 = 0, 22 = 0, 33 = 0. Ненулевые структурные 

константы данной алгебры имеют вид: 

 100
0  , 110

1
01
1   , 120

2
02
2   , 130

3
03
3  . 

Коэффициенты формы g равны: 
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Вычислим определитель матрицы коэффициентов формы g: 

 .0

000g

000g

000g

gggg

3

2

1

3210

  

Отсюда получаем, что форма g является вырожденной. 

Таким образом, доказано следующее утверждение: 

Теорема. Среди алгебр Вейля ранга 4 существуют фробе-

ниусовы алгебры ширины 2. С точностью до изоморфизма 

такими алгебрами являются алгебры Вейля A с базисом, со-
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стоящим из элементов {1, 1, 2, 1
2}. Определяющие соотно-

шения алгебр A имеют вид: 12 = 0, 2
2 = q1

2, q = 1. 
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ПОЛЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ И ОХВАЧЕННЫХ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ S-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Продолжается исследование S-распределений про-

ективного пространства Pn [1]. Построены поля фунда-

ментальных и охваченных геометрических объектов 

S-распределения. 

Во всей работе мы придерживаемся следующей схемы ис-

пользования индексов: 




