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О построении второй основной формы поверхности 

почти ограниченного искривления 
положительной кривизны 

 
В статье предлагается способ построения второй основной 

формы поверхности класса ܥଵ положительной кривизны. Ис-
пользуется вероятностный подход к этой задаче, дается поня-
тие второй производной Ито вдоль направления броуновского 
движения. 
 
Ключевые слова: главная поверхность почти ограниченного ис-

кривления, гауссова кривизна, вторая производная Ито по направле-
нию броуновского движения, вторая форма поверхности 

 
1. Предварительные сведения 

 
Пусть ܵ — поверхность положительной кривизны класса 

 .ଷܧ ଵ в пространствеܥ
Определение 0.1. Поверхность класса ܥଵ мы будем назы-

вать поверхностью почти ограниченного искривления. 
Введем следующие обозначения: параметризация поверх-

ности ݎԦ 	ൌ 	 ,ଵݔԦሺݎ -об — ܦ ;ܵ ଶሻ; ሬ݊Ԧ — нормаль к поверхностиݔ
ласть изменения параметров ሺݔଵ, ௧ܤ௧ሺܤ ;ଶሻݔ

ଵ, ௧ܤ
ଶሻ — канониче-

ское броуновское движение на ܦ. Не ограничивая общности, 
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будем считать, что вторая основная форма поверхности ܵ при-
ведена к изотермическому виду:  

ܫܫ ൌ ଵሻଶݔሺሺ݀ߤ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ. 

Приведем некоторые понятия из теории меры и теории 
случайных процессов. 

Определение 1.1. ߪ-полем (σ-алгеброй) над множеством Ω 
будем называть семейство множеств, замкнутое относительно 
операций ∩ и ∪, содержащее множества ∅ и Ω (см.: [2, c. 145]). 
Минимальное σ-поле над T, содержащее все открытые в T 
множества, называется борелевским ߪ-полем и обозначается 
ीሺTሻ. 

Замечание 1.1. При определении борелевского σ-поля мы 
использовали пространство ܶ, а не ߗ, потому что на ܶ уже 
задана топология (топология, порожденная метрикой), а на 
 ߗ такой структуры мы не задали. Однако если считать ߗ
топологическим пространством, то определение борелевско-
го σ-поля можно формулировать и для него. В дальнейшем мы 
будем использовать понятия как множества, так и прост-
ранства ߗ. Такая терминология обусловлена традицией в 
теории случайных процессов. 

Определение 1.2. Множество Ω вместе с σ-полем ࣠ над 
ним назовем измеримым пространством [2, c. 145]. 

Рассмотрим теперь измеримое пространство (Ω, ࣠, ܲ) с  
σ-полем ࣠, мерой ܲ и некоторым пространством Ω. 

Определение 1.3. Меру ܲ будем называть σ-аддитивной 
[2, c. 145], если для не более чем счетного набора множеств, 
попарно не пересекающихся полем ܣ௡, ݊ ∈ 	Գ, имеет место ра-
венство ܲሺ⋃ ௡௡ܣ ሻ ൌ ∑ ܲሺܣ௡ሻ.௡  

Определение 1.4. Любую σ-аддитивную меру ܲ на про-
странстве (Ω, ࣠) мы будем называть вероятностной мерой на 
Ω, если PሺΩሻ ൌ 1, а тройку (Ω, ࣠, P) — вероятностным про-
странством. Множества из ࣠ будем называть событиями [2, 
c. 145]. 
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Дадим теперь определение случайного процесса. 
Пусть (Ω, ࣠, ܲ) — вероятностное пространство и ሺ ௧࣠ሻ௧ஹ଴ — 

возрастающее семейство под-ߪ-полей из ࣠, то есть ௧࣠ 	⊆ ௦࣠ 
при 0 ൑ ݐ ൑ Семейство ሺ .ݏ ௧࣠ሻ௧ஹ଴ будем называть потоком на 
Ω и предполагать, что поток непрерывен справа: [1, c. 29]: 

௧࣠ ൌ ⋂ ௧࣠ାఌ.ఌவ଴  
Определение 1.5. Набор (Ω, ࣠, ୲࣠, P) мы будем называть 

стохастическим базисом на Ω. 
Определение 1.6. Функцию ߦ ൌ -ሺ߱ሻ со значениями в неߦ

котором топологическом измеримом пространстве ॏ, опреде-
ленную на (Ω, ࣠, ܲ), назовем случайной величиной [2, c. 184], 
если для любого ܤ ∈ ीሺॏሻ 

ሼ߱: ሺ߱ሻߦ ∈ ሽܤ ∈ ࣠. 

Определение 1.7. Для интегрируемой (действительной или 
комплексной) случайной величины ߦ число 

ሻߦሺܧ ൌ ׬ ሺ߱ሻܲሺ݀߱ሻஐߦ , 

где интеграл мы понимаем в смысле Лебега, назовем мате-
матическим ожиданием этой случайной величины [1, c. 20]. 

Пусть ܹௗ ൌ ൫ሾ0,∞ሿܥ → Թௗ൯ — множество всех непрерыв-
ных функций ݓ: ሾ0,∞ሿ 	∋ ݐ ⟼ ሻݐሺݓ ∈ Թௗ. Определим на ܹௗ 
метрику ݓߩ следующим образом (см.: [1, c. 25]): 

,ଵݓሺݓߩ ଶሻݓ ൌ ෍ ൤൬ max
ሼ଴ஸ௧ஸ௡ሽ

ሻݐଵሺݓ| െ ሻ|൰ݐଶሺݓ ∧ 1൨ ,

ஶ

௡ୀଵ

 

где ܽ ∧ ܾ — minሺܽ, ܾሻ и ݓଵ,ݓଶ ∈ ܹௗ. 
Можно показать, что пространство ܹௗ полно и сепара-

бельно в этой метрике [1, c. 25]. Через ी൫ܹௗ൯ мы будем обо-
значать борелевское σ-поле, натянутое на пространство ܹௗ с 
топологией, порожденной метрикой ݓߩ. 
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Определение 1.8. Непрерывным -мерным случайным про-
цессом, заданным на (Ω, ࣠, ܲ) с фазовым пространством Թௗ, 
мы будем называть случайную величину со значениями во 
множестве ܹௗ ൌ ൫ሾ0,∞ሿܥ → Թௗ൯ всех непрерывных функций 

:ݓ ሾ0,∞ሿ 	∋ ݐ ⟼ ሻݐሺݓ ∈ Թௗ, то есть 
࣠

ी൫ௐ೏൯
 измеримое отобра-

жение ܺ:	Ω → ܹௗ (см.: [1, c. 25]). При всяком фиксированном 
߱ ∈ Ω функция ܺሺݐ, ߱ሻ называется траекторией случайного 
процесса. Процесс назовем непрерывным справа, если его тра-
ектории непрерывны справа. 

Замечание 1.2. В определении -мерного случайного про-
цесса фазовое пространство Թௗ можно заменить каким-либо 
другим топологическим пространством ॏ и говорить о слу-
чайном процессе с фазовым пространством ॏ. 

Определение 1.9. Действительный случайный процесс 
ܺ ൌ ሺܺ௧ሻ௧∈் называется мартингалом относительно потока 
σ-полей из ሺ ௧࣠ሻ (см.: [1, c. 34]), если выполняются следующие 
условия: 

1) случайная величина ܺ௧ интегрируема для каждого ݐ ∈ ܶ; 
2) процесс ܺ ൌ ሺܺ௧ሻ௧∈் согласован с ሺ ௧࣠ሻ; 
|ሺܺ௧ܧ (3 ௦࣠ሻ ൌ ܺ௦ п. н. для любых ݐ, ݏ ∈ ݏ ,ܶ ൏  .ݐ
Здесь и далее сокращение «п. н.» означает «почти навер-

ное», то есть равенство выполняется с вероятностью 1. 
Введем следующие обозначения: 
 ࣧ — пространство всех непрерывных локально квадра-

тично интегрируемых мартингалов ܯ ൌ  ሻ௧ܨ௧ относительно ሺܯ
с ܯ଴ ൌ 0 п. н.; 

 ࣛା — семейство всех непрерывных ሺ ௧࣠ሻ-согласованных 
процессов ܣ ൌ ଴ܣ ௧ таких, чтоܣ ൌ 0 и ݐ →  ;௧ п. н. не убываетܣ

 ࣛ — семейство всех непрерывных ሺ ௧࣠ሻ-согласованных 
процессов ܣ ൌ ଴ܣ ௧ таких, чтоܣ ൌ 0 и ݐ → -௧ является функܣ
цией с конечной вариацией на каждом конечном интервале 
п. н.; 
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 ࣜ — семейство всех непрерывных ሺ ௧࣠ሻ-предсказуемых 
процессов Φ ൌ Φ௧	таких, что с вероятностью единица ݐ → Φ௧ 
является ограниченной функцией на каждом конечном ин-
тервале. 

Определение 1.10. Пусть ܺ ൌ ܺ௧ — случайный процесс, 
представимый в виде (см.: [1, c. 105]) 

ܺ௧ ൌ ܺ଴ ൅ܯ௧ ൅  ,௧ܣ

где ܺ଴ െ ࣠଴ — измеримая случайная величина, ܯ ∈ ܣ ,ࣧ ∈ ࣛ. 
Будем называть такой процесс квазимартингалом. Сово-

купность всех квазимартингалов обозначим ࣫. 
Определение 1.11. Будем говорить, что квазимартингалы 

ܺ, ܻ ∈ ࣫ эквивалентны, если с вероятностью единица 

െܺ௦ ൌ ௧ܻ ൅ ௦ܻ 

для всех 0 ൑ 	ݏ ൑  .(см.: [1, c. 106]) ݐ
Класс эквивалентности, содержащий ܺ, будем обозначать 

݀ܺ и называть стохастическим дифференциалом ܺ. 
Подробнее о свойствах стохастического дифференциала 

можно посмотреть, например, в [1]. 
Приведем теперь одну из возможных формулировок фор-

мулы Ито: 
Теорема 1.1 (Формула Ито) [2, c. 26]. Пусть -мерный 

процесс ܺ௧ имеет стохастический дифференциал, ݑሺݔሻ — 
дважды непрерывно дифференцируемая функция. Тогда слу-
чайный процесс ݑሺܺеሻ имеет стохастический дифференциал и 

ሺܺ௧ሻݑ݀ ൌ ߲௜ݑሺܺ௧ሻ݀ܺ௧
௜ ൅

ଵ

ଶ
߲௜௝ݑሺܺ௧ሻ݀ܺ௧

௜݀ܺ௧
௝. 

Здесь мы используем обычное в дифференциальной гео-
метрии соглашение о суммировании, где по повторяющимся 
индексам идет сложение от единицы до размерности про-
странства. 

Подробнее о теории случайных процессов см., например, в 
[3]. 
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2. Основной результат 

 
2.1. Вторая производная Ито вдоль траектории  

броуновского движения 
 
На поверхности ܵ имеет место формула Ито [1, c. 73] 

݂݀ሺܼ௧ሻ ൌ ߲௜݂ሺܼ௧ሻܼ݀௧
௜ ൅

ଵ

ଶ
߲௜ ௝߲݂ሺܼ௧ሻܼ݀௧

௜ܼ݀௧
௝, 

где ݀ — стохастический дифференциал, ݂ — дважды диффе-
ренцируемая функция, ܼ௧ — диффузионный процесс на ܵ. Не-
обходимо отметить, что мы рассматриваем диффузионный 
процесс с нулевыми сносом и вероятностью обрыва. 

Возьмем вместо случайного процесса ܼ௧ каноническое 
броуновское движение, которое совпадает с процессом ܺ௧ [2]: 

݂݀ሺܤ௧ሻ ൌ ߲௜݂ሺܤ௧ሻ݀ܤ௧
௜ ൅

ଵ

ଶ
ሾ߲ଵଵ݂ሺܤ௧ሻ݀ݐ ൅ ߲ଶଶ݂ሺܤ௧ሻ݀ݐሿ.     (1) 

Здесь мы воспользовались свойством броуновского дви-
жения ݀ܤ௜݀ܤ௝ ൌ ߲௜௝݀ݐ [2, c. 21]. 

Рассмотрим последнюю формулу для двух частных случаев: 
1) ܼଵ ൌ ሺܤ௧

ଵ,  ;ሻݒ
2) ܼଶ ൌ ሺݑ, ௧ܤ

ଶሻ. 
Здесь ݑ, ݒ ∈ ܴ — числа из области параметризации по-

верхности. Подставим процессы ܼଵ и ܼଶ в формулу (1): 

݂݀ሺܼଵሻ ൌ ߲ଵ݂ሺܼଵሻ݀ܤ௧
ଵ ൅

1
2
߲ଵଵ݂ሺܼଵሻ݀ݐ, 

݂݀ሺܼଶሻ ൌ ߲ଵ݂ሺܼଶሻ݀ܤ௧
ଶ ൅

1
2
߲ଶଶ݂ሺܼଶሻ݀ݐ. 

Выразим отсюда вторые производные: 

߲ଵଵ݂ሺܼଵሻ݀ݐ ൌ 2ሺ݂݀ሺܼଵሻെ߲ଵ݂ሺܼଵሻ݀ܤ௧
ଵሻ, 

߲ଶଶ݂ሺܼଶሻ݀ݐ ൌ 2ሺ݂݀ሺܼଶሻെ߲ଵ݂ሺܼଶሻ݀ܤ௧
ଶሻ. 
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Определение 2.1. Второй производной Ито вдоль траек-
тории броуновского движения ܤଵ (ܤଶ) назовем 

߲ଵଵூ݂ሺܼଵሻ݀ݐ ൌ 2ሺ݂݀ሺܼଵሻെ߲ଵ݂ሺܼଵሻ݀ܤ௧
ଵሻ,               (2) 

߲ଶଶூ݂ሺܼଶሻ݀ݐ ൌ 2ሺ݂݀ሺܼଶሻെ߲ଵ݂ሺܼଶሻ݀ܤ௧
ଶሻ. 

В дальнейшем вторую производную Ито вдоль соответст-
вующей траектории будем обозначать ଵ݂ଵ;ூభ  вдоль траектории 
ଵ и ଶ݂ଶ;ூమܤ  вдоль траектории ܤଶ. 

 
2.2. Построение второй формы поверхности  

почти ограниченного искривления  
положительной кривизны 

 
Будем придерживаться следующих обозначений. Пусть ܵ — 

гладкая поверхность гауссовой кривизны (можно считать, что 
ее вторая форма положительно определена) класса ܥଷ c основ-
ными формами ܫ ൌ ݃௜௝݀ݔ௜݀ݔ௝, ܫܫ ൌ ܾ௜௝݀ݔ௜݀ݔ௝. По-прежнему 
диффузии, ими порожденные, будем обозначать ܺ௧, ௧ܻ. Пере-
ходная плотность и переходная функция соответствующего 
случайного процесса обозначается ݌௧

௜ሺݔԦ, ,ݐԦሻ, ܲ௜ሺݕ ,Ԧݔ  ሻ, где߁
݅ ൌ 1 соответствует первой форме, ݅ ൌ 2 — второй, ߁ — боре-
левское множество на нашей поверхности. Нормаль к поверх-
ности ܵ будем обозначать ሬ݊Ԧ ൌ Ԧଵݎ ൈ  .Ԧଶݎ

Не ограничивая общности, будем считать, что вторая фор-
ма поверхности ܵ приведена к изотермическому виду: 

ܫܫ ൌ ଵሻଶݔሺሺ݀	ߤ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ. 

Имеет место 
Теорема 2.1. Пусть ܵ — поверхность класса ܥଷ положи-

тельной кривизны. Тогда на траекториях процессов ܼଵ и ܼଶ 
вторая форма поверхности может быть записана в виде 

	ݐ݀ܫܫ ൌ 	
ሺ௥Ԧభభ಺,௥Ԧభ,௥Ԧమሻ

|ூ|
ሺሺ݀ݔଵሻଶ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ, 

где |ܫ|	 — дискриминант первой формы поверхности, равенст-
во верно на траекториях процесса ܼଵ; 
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	ݐ݀ܫܫ ൌ 	
ሺ௥Ԧమమ಺,௥Ԧభ,௥Ԧమሻ

|ூ|
ሺሺ݀ݔଵሻଶ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ, 

где |ܫ| — дискриминант первой формы поверхности, равен-
ство верно на траекториях процесса ܼଶ. 

Доказательство. В силу наших предположений вторая фор-
ма поверхности приведена к изотермическому виду: 

II ൌ μሺሺ݀ݔଵሻଶ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ. (3) 

Хорошо известна формула для коэффициентов второй 
формы поверхности (см.: [4, c. 237]): 

ܾ௜௝ 	ൌ 	
൫௥Ԧ೔ೕ಺,௥Ԧభ,௥Ԧమ൯

ට௚భభ௚మమି௚భమ
మ
	ൌ 	

൫௥Ԧ೔ೕ಺,௥Ԧభ,௥Ԧమ൯

|ூ|
.                    (4) 

Поскольку в выражении (3) отсутствует смешанная произ-
водная, то нас интересуют только выражения для ܾଵଵ и ܾଶଶ. 

Сузим равенство (4) на множество ܼ௧
ଵ ൌ ሺܤ௧

ଵ, ܿሻ, где ܿ — 
постоянная из области определения поверхности. На этом 
множестве мы можем заменить производную ݎԦଵଵ по формуле 
(2), предварительно умножив (4) на ݀ݐ: 

ܾଵଵ݀ݐ	 ൌ 	
ሺݎԦଵଵூ݀ݐ, ,Ԧଵݎ Ԧଶሻݎ

|ܫ|
ൌ
ሺ2ሺ݀ݎԦሺܼଵሻ െ ߲ଵݎԦሺܼଵሻ݀ܤ௧

ଵሻ݀ݐ, ,Ԧଵݎ Ԧଶሻݎ

|ܫ|
. 

Подставим последнее выражение в равенство (3) и полу-
чим первое утверждение теоремы. 

Вторая часть теоремы доказывается аналогично. □ 
Рассмотрим поверхность ܵ класса ܥଵ (поверхность почти 

ограниченного искривления) положительной кривизны (здесь 
под положительной кривизной будем понимать кривизну, 
определенную в работе [7], для простоты можно считать, что 
аппроксимирующие поверхности имеют положительную гаус-
сову кривизну). Для нее определим вторую основную форму 
на траекториях процессов ܼଵ и ܼଶ. 

Далее будем считать, что ܵ — поверхность положительной 
кривизны класса ܥଵ c первой основной формой ܫ ൌ ݃௜௝݀ݔ௜݀ݔ௝ 
и параметризацией ݎԦ ൌ ,ଵݔԦሺݎ  ,ଶሻ. По-прежнему диффузиюݔ
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порожденную первой формой, будем обозначать ܺ௧. Переход-
ную плотность и переходную функцию случайного процесса 
ܺ௧ обозначим ݌௧

ଵሺݔԦ, ,ݐԦሻ, ܲଵሺݕ ,Ԧݔ Γሻ, нормаль к поверхности ܵ — 
ሬ݊Ԧ ൌ Ԧଵݎ ൈ ௧ܤ — ଶܧ Ԧଶ, броуновское движение наݎ ൌ ሺܤ௧

ଵ, ௧ܤ
ଶሻ. 

Будем рассматривать последовательность вектор-функций 
ሼݎԦ௡ሺݔଵ, ,ଵݔԦሺݎ ଶሻሽ, сходящуюся к вектор-функцииݔ -ଶሻ в метриݔ
ке ܥଵ. Кроме того, будем считать, что все вектор-функции 
определены на одной области ܦ ⊂  .ଶܧ

Определим вторую форму поверхности ܵ на траекториях 
процессов ܼଵ и ܼଶ формально, по формулам, выведенным в 
теореме 2.1. 

Не ограничивая общности, будем считать, что на аппрок-
симирующих поверхностях ݎԦ௡ ൌ ,ଵݔԦ௡ሺݎ  ଶሻ вторая основнаяݔ
форма приведена к изотермическому виду 

௡ܫܫ 	ൌ 	 ଵሻଶݔ௡ሺሺ݀ߤ ൅ ሺ݀ݔଶሻଶሻ. 

Теорема 2.2. На траекториях ሺܤ௧
ଵ, ,ݑሻ и ሺݒ ௧ܤ

ଶሻ имеет ме-
сто равенство 

lim௡→ஶ ௡ߤ ൌ  .ߤ

Доказательство. Докажем нашу теорему для траекторий 
ሺܤ௧

ଵ, ,ݑሻ. Случай для траекторий ሺݒ ௧ܤ
ଶሻ доказывается анало-

гично. 
На траекториях ሺܤ௧

ଵ,  ሻ коэффициент второй формы имеетݒ
вид 

௧ܤሺߤ
ଵ, 	ݐሻ݀ݒ ൌ 	

ሺݎԦଵଵூ, ,Ԧଵݎ Ԧଶሻݎ

|ܫ|
 

и ݎԦଵଵூ ൌ ሺ2ሺ݀ݎԦሺܼଵሻ െ ߲ଵݎԦሺܼଵሻ݀ܤ௧
ଵሻ, ,Ԧଵݎ  ,Ԧଶሻ. По предположениюݎ

Ԧ௜ݎ
ሺ௞ሻ → Ԧሺ௞ሻݎ݀ ,	Ԧ௜ݎ →  Ԧ в силу определения стохастическогоݎ݀
дифференциала. 

В самом деле, обозначим Δ௞ ൌ ሻሻݐԦሺ௞ሻሺܼଵሺݎ െ  ,ሻሻݏԦሺ௞ሻሺܼଵሺݎ
݇ ൌ 0,… ,∞. Рассмотрим разность Δ௞ െ Δ. Очевидно, что 
Δ௞ → 0 при ݇ → ∞, то есть ݀ݎԦሺ௞ሻ →  .Ԧݎ݀
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Таким образом, мы получили, что ߤ௞ሺܤ௧
ଵ, ሻݒ → ௧ܤሺߤ

ଵ,  .ሻݒ
Теорема доказана. □ 
Итак, мы получили, что формальное определение второй 

формы поверхности ܵ законно, и коэффициенты вторых форм 
аппроксимирующих поверхностей сходятся к формально опре-
деленному коэффициенту второй формы поверхности ܵ. 
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This article proposes a method for constructing the second 
fundamental form of a  surface of positive curvature. It is well 
known that constructing the second fundamental form of a surface 
requires at least a twice continuously differentiable parametriza-
tion. This paper uses a probabilistic approach to this problem, in-
troducing the concept of the second Itô derivative along the direc-
tion of Brownian motion. In more detail, we define the second de-
rivative “without the second derivative”. For this, we use the Itô 
formula, restricted to special random processes. Using the pro-
posed construction, we can write Weingarten's equations for surfa-
ces of almost bounded curvature (the paper has been accepted for 
publication in the Ufa Mathematical Journal) and determine the 
mean curvature almost surely over the entire surface pointwise. To 
some extent, this paper can be viewed as a generalization of 
I. Ya. Bakelman’s work “Differential Geometry of Smooth Irregu-
lar Surfaces” (see [5]). In the author’s opinion, further reduction of 
surface smoothness is difficult to achieve using analytical methods 
(the technique developed in [5]), and new research methods are 
needed. This paper proposes one such method: a stochastic frame-
work for studying low-smoothness surfaces. Previously, a slightly 
different approach was used, based on transition functions and 
transition densities of random processes; see, for example, [6] 
(which also contains references to earlier works). 
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