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О базисных и слоевых формах главного расслоения 
 

Продолжается исследование главного расслоения, начатое 
в [2; 3]. Исходя из структурных уравнений Лаптева, построе-
ны структурные уравнения произвольного главного расслое-
ния внутренним образом, т. е. найдены координатные выра-
жения для его базисных и слоевых форм. 
 
Ключевые слова: главное расслоение, структурные уравнения и 

деривационные формулы, базисные и слоевые координаты, базисные 
и слоевые формы. 

 
1. Структурные уравнения и формы главного расслое-

ния. Рассмотрим структурные уравнения Лаптева )( rn  -

мерного многообразия rnM   

 ( , , , ... 1, ..., ).I J I
Jd I J K n r        (1) 

Продолжая (1), найдем структурные уравнения 

 .I K I K I
J J K JKd         

Координатные выражения структурных форм имеют вид 

 , ,I I J I I K I K
J J K J JKх dx x dx x       (2) 

причем I
J

K
J

I
K xx ~ , а координаты I

JKx  симметричны по ниж-
ним индексам. 

Исходя из структурных уравнений Лаптева (1) и выраже-
ний форм (2), построим внутренним образом структурные 
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уравнения произвольного главного расслоения, т. е. найдем 
выражения для его базисных и слоевых форм. Структурные 
уравнения главного расслоения )( nr MG  имеют вид 

 ,i j i i
j id d C    

             ,  (3) 

где 
C  — структурные константы, удовлетворяющие усло-

вию антисимметрии по нижним индексам и тождествам Яко-
би. Индексы ,...,, KJI  разбиты на серии ;...,,1...,,, nkji   

rnn  ...,,1...,,,  . Матрица координат )( I
Jх  на рассло-

ении )( nr MG  имеет вид 













 xx

x

j

i
j 0

 [5], тогда координатные 

выражения для базисных i  и слоевых   форм расслоения 
)( nr MG  принимают вид 

 ,i i j i
j iх dx x dx x dx   

    .  (4) 

Матрицы координат )(),( 
xхi

j  являются невырожденны-

ми. Из невырожденности матрицы )( I
Jх  и равенства нулю ко-

ординат ix  следует условие .0~~  



j

j
ij xxxx  

Из (22) следует, что выражения на формы 
},,,{ 




  i
ii

j
I
J   имеют, соответственно, вид 

 

, 0,

,

,

i i k i k i
j k j jk

j j
i j i i ij i

i
i

x dx x

x dx x dx x x

x dx x x



      
 

     
    

  

  

  

  

   

  



 



  (5) 

причем 











 xxxxxxxx iijiij
i
kj

i
jk  ,,, . 

Запишем структурные уравнения (32) в виде 




   i
id , 
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где 

 С  
   .  (6) 

Формы 
  распишем подробно с учетом разложения сло-

евых форм (42): 

).( 






 dxxdxxС ij

i   

C другой стороны, используя (22), формы 
  можно запи-

сать в виде 

i
ixxxdx  












  ~ . 

Приравнивая полученные выражения для форм 
  и вы-

ражая дифференциалы 
dx , имеем 

 
  
  .

j i
i j idx x C x x x x dx

x C x x dx

     
    

    
   

    

    
(7) 

Из последнего равенства видно, что ).,( 



 xxxx i  

В выражениях (53) форм i  координаты 
ix  считаются 

независимыми переменными на произвольном главном рас-

слоении. Функции ),,( j
k

j
ii xxxxx   , рассмотренные в [3], 

фактически выделяют некоторое сечение. 
Исходя из выражения (53) и условия  








i

j
iji

j
ij xdxxdxxdxxdx ~~~~  ,  

выражения для дифференциалов 
idx  имеют вид 

.~ 





  k
k
i

j
kj

k
i

k
ikk

k
ii xxxxdxxxxdx   
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Используем последнюю формулу при дифференцировании 

форм (42), то есть в выражении ,


 dxdxdxdxd i
i   

тогда получим 

),~~~~(

~

,,

][,

































xxxxxxxx

xxxd

i
l
ili

j
iji

i 


 

где ,, ll
x

x
x









  





x

x
x




, . Учитывая симметрию функций ,ijx  

получим 

 
, ,( ) ,

i
i

i l
i l i i

d С

x x x x x x x

    


      
     

    

 

    

          
(8) 

где (см.: [3; 4]) 

 , [ ]С x x x   
       .  (9) 

Выражения (8) принимают вид (32), если выполняется 
условие 

 , , .j
i j i ix x x x x x x     
            (10) 

Выражая из соотношения (9) проальтернированные произ-

водные 
 ,x , получим 

 [ , ] .x С x x   
       (11) 

Будем считать, что производные функций ),( 



 xxxx i  

удовлетворяют условиям (11). 

Утверждение 1. Формы   (42) удовлетворяют струк-

турным уравнениям (32), если формы i  имеют вид (53), при-

чем функции 
ix  выражаются по формуле (10). 
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2. Деривационные формулы. Векторы репера },{ eee i  

касательного пространства )( nr MTG , двойственные к корепе-

ру },{  i , в натуральном репере },{ i  имеют следу-

ющий вид [3]: 

 ,e x
     .j

i i j ie x x        (12) 

Продифференцируем векторы (12): 

 
( ),

( ) ( ).j j
i i j i j i i

de dx x d

de dx x d dx x d

 
    

 
 

   

       

 

   
  (13) 

Учитывая в уравнениях (13) выражения дифференциалов 
обратных матриц 

,~~~ kj
l

l
ik

j
k

k
i

j
i xxxxd    

,~~~~~~ 














  i
j

ij
j

ijii xxxxxdxxxxd   

имеем уравнения (cм., напр.: [1; 2]) 





  )( eCeede i

i  , 





  i

j
iji

j
iji eeeede  , 

где пфаффовы (неголономные) производные векторов eei ,  

имеют вид (ср.: [3]) 

 

2 2
, ,

2
, ( )

2 2

2 2

2 2

( ) ,

,

,

j j
i i j i i j i

k k l k
ij ij k i j kl i j k

l
i j l i j ij

j
i i j i i

e x x x x x x x x x x e

e x x x x x e

e x e x x x x

x x x x x e

e x x x x x

       
          

    
        




   
  

  
    

     

  

     

    

    

       

   

   

   

    .e
 

 
(14) 
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В силу леммы Картана для векторов 2-го порядка должны 
выполняться условия симметрии .,,  eeeeee iijiij   

Векторы ije , e  симметричны в силу равенства смешанных 

производных и симметрии функций i
jkx , 

ijx , 
x . Если срав-

нить (141) с (144), то при выполнении условий (11) действи-
тельно получаем .ii ee    

Утверждение 2. Координатные выражения (141, 144) век-
торов ii ee  , , полученные при дифференцировании касатель-

ных векторов (12), равны, если функции 
ix  выражаются по 

формуле (10). 
 
3. Структурные константы. Сравним координатное вы-

ражение (54) для форм 
  с их бескоординатным выражением 

(6). Выразим все формы через дифференциалы базисных и 
слоевых координат: 

).(

)()(~
,,

i
i

ij
ij

i
i

i
i

dxxdxxCdxxx

dxxdxxxdxxdxxx




























 

Выпишем слагаемые при дифференциалах dx : 

,)(~
,














 xCxxx   

откуда приходим к формуле 

 , ( )x x x x   
       .  (15) 

Сравнивая подобные слагаемые при дифференциалах idx , 
получаем выражения 

,)(~
,














 iii xxCxxx   

которые тождественно выполняются при условиях (11), (15). 
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Утверждение 3. Координатное (54) и бескоординатное (6) 

выражения для форм 
  совпадают, если функции 

x  име-

ют вид (15). 
Замечание 1. При выполнении (9, 10, 15) соотношения (7) 

принимают вид 

.,,







 dxxdxxdx i

i   

Найдем выражения для дифференциалов выражений (9): 

 ).~~~~(~~)( ][][,][,,




























 xdxxxdxxxdxxdxxdС i

i    (16) 

С использованием формулы (54) выражения для диффе-

ренциалов 
xd~  примут вид 

 .i
idx x x x x x       

                (17) 

Учитывая формулу (17) в уравнениях (16), а также группи-
руя подобные слагаемые при базисных и слоевых формах, по-
лучим 

,i
iССdС  






   

где 

).~~)(~~(

~~~~~~

),~~(~~~~

,,

][,][,

,][,









































































xCxCxxxx

xxxxxxxxС

xCxCxxxxxxС

i
j

ij

i
j

iji







 

Замечание 2. Уравнения на структурные константы можно 
привести к следующему виду [6, c. 29]: 

 ,i
idС С С С С       

               (18) 

где 

.~~~
][,













 xxxxС   
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В формуле (18) тензор для оператора   непосредственно 
не образуется. 

Если 0
С , 0

iС , то 0
dС , следовательно, 

С  — 

константы. Выражая из соотношений 0
С  и 0

iС  

проальтернированные производные второго порядка 
 ,x  и 


 ix , , получим 

 
[ , ] , ,

[ , ] , ,

( ),

( ).i i i

x C x x x x

x C x x x x

     
         

     
      

 

 
  (19) 

Формулы (19) получаются также непосредственно при 
дифференцировании функций (11). 

Утверждение 4. Если проальтернированные производные 


 ],[x  функций ),( 



 xxxx i  имеют вид (11), то 0

dС , 

т. е. constС 
 . 
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N. Ryazanov 

 
On basic and fiber forms of principal bundle 

 
The research principal bundle developed in [2, 3] are continued. Ba-

sed on the structure Laptev equations, structure equations of arbitrary 
principal bundle are built internally, i. e. coordinate expression for its ba-
sic and fiber forms are found. 

 
 
УДК 514.76 
 

Л. В. Степанова1, Г. А. Банару2 

1Смоленский филиал МИИТ, 2Смоленский государственный университет 
lide@yandex.ru1; mihail.banaru@yahoo.com2 

1 
О почти контактной метрической структуре  
на вполне омбилической гиперповерхности  

келерова многообразия 
 

Доказано, что квазисасакиева структура на вполне омби-
лической гиперповерхности келерова многообразия размерно-
сти не ниже шести является сасакиевой. 
 
Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, ква-

зисасакиева структура, сасакиева структура, вполне омбилическая 
гиперповерхность, келерово многообразие. 

 
1. Давно известно, что на вполне геодезической гиперпо-

верхности келерова многообразия индуцируется косимплекти-
ческая структура. Кто именно это установил первым — ска-
зать трудно. Из построений выдающегося американского гео-
метра Д. Блэра [1] этот факт следует также непосредственно, 

                                                 
© Степанова Л. В., Банару Г. А., 2016 




