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В окрестности изучаемой точки поток можно рассматривать как семейство 

траекторий r=r(t,), зависящих от параметра . При =0 выделяется действи-

тельная траектория r(t,0)=r(t). Поэтому уравнение r(t,)=(t)+  (t), определя-

ющее развертывающуюся поверхность в трехмерном пространстве, задает и не-

который поток. Исследован геодезический поток, возникающий на кокасатель-

ном расслоении этой поверхности. Краткое изложение результатов данной ста-

тьи приведено в [1], [2]. 

 

§1. Симплектическая структура кокасательного расслоения  

развертывающейся поверхности 

 

Развертывающуюся поверхность будем рассматривать как совокупность ка-

сательных к некоторой пространственной кривой, определенной вектор-

функцией (s) натурального параметра s. Тогда любая точка поверхности опре-

деляется следующей вектор-функцией: 

r(s,)=(s)+ (s),      (1) 
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где (s)-единичный вектор касательной к кривой  =(s). Используя две первых 

из деривационных формул репера Френе: 

d(s)= (s)ds, d(s)=k(s)(s)ds, 

d(s)=[(s)(s)-k(s) (s)]ds, d(s)=- (s) (s)ds, 

получим 

dr=(ds+d)(s)+ k(s) (s)ds.             (2) 

Вводя обозначения (s)=е1(s), (s)=e2(s), 1=ds+d, 2=ds, перепишем равен-

ство (2) в виде: 

dr=1e1(s)+ k(s)2e2(s).     (3) 

Известно, что кокасательное расслоение любого гладкого многообразия яв-

ляется симплектическим многообразием [3], нахождение симплектической 

структуры которого описано в книге [3, c.152]. Найдем симплектическую струк-

туру кокасательного расслоения развертывающейся поверхности V, определен-

ной вектор-функцией (1). Формы Пфаффа  1 2 и   примем за базисные формы 

кокасательной плоскости T*V к поверхности V в точке (x1,x2), где x1=s+, x2=s. 

Тогда любой ковектор можно представить в виде:      1
1

2
2 . Касательный 

вектор к кокасательному пространству поверхности V будет иметь вид: 

a={dx1,dx2,d1,d2}. Естественная проекция p:T* VV определяется уравнения-

ми x1=x1, x2=x2, 1=0, 2=0. Дифференциал этого отображения dp переводит каса-

тельный вектор а к кокасательному пространству в касательный вектор к по-

верхности V: dp a={ dx1,dx2}. 

Сначала определим 1-форму  ( )1  на пространстве T*V следующим образом: 

 ( )1 a=, dp a, т.е. значение формы на векторе а равно значению ковектора  на 

векторе dp a. Итак,  ( )1 a=, dp a=1dx1+2dx2. В качестве 2-формы  возьмем 

внешний дифференциал от формы  ( )1 : =d1 dx1+ d2 dx2. Очевидно, что 

форма  - невырожденная. Так как внешний дифференциал от внешнего диффе-

ренциала равен нулю, то форма замкнута. Следовательно, кокасательное про-

странство поверхности V является симплектическим многообразием с симплек-

тической структурой . 

 

§2. Интегрируемость геодезического потока развертывающейся  

поверхности 

 

Предполагается, что рассматриваемая развертывающаяся поверхность вло-

жена в трехмерное евклидово пространство. Однако, на любом гладком много-

образии М, вложенном в евклидово пространство, имеется риманова метрика gij, 

порожденная метрикой объемлющего евклидова пространства. По метрике gij 

определяется тензорное поле gij из условия gij gik=i
k. Тензорное поле gij опреде-

ляет скалярное произведение в каждом кокасательном пространстве Tõ
 M. В 

частности, если T*M, то 2=gijij. В то же время для римановой метрики gij 

на многообразии М существует единственная согласованная с ней аффинная 

связность, в которой определяется производная тензорного поля. Тензорное поле 

называют параллельным вдоль кривой x(t), если ковариантная производная этого 
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поля равна нулю. Кривую x(t) на многообразии M называют геодезической, если 

ее касательный вектор dx(t)/dt параллелен вдоль кривой x(t). 

На кокасательном расслоении T*M гладкого многообразия М, являющимся 

симплектическим многообразием, имеется геодезический поток. Термин «геоде-

зический поток» проясняется следующим образом. Метрика gij задает диф-

феоморфизм f:TMT*M. Обратное отображение задается поднятием индексов:  

f-1()=gijj, T*M. Имеет место следующая теорема [4]: при естественном изо-

морфизме T*M TM траектории геодезического потока переходят в кривые, 

составленные из касательных векторов к геодезическим линиям на многообра-

зии М. 

Для геодезического потока, определенного на T*M, известен [4, c.120] га-

мильтониан H=2-1gijij. Согласно этой формуле гамильтониан геодезического 

потока, определенного на кокасательном расслоении развертывающейся поверх-

ности (1), имеет вид: 

H=
( ) ( )

( ) ( )
,

x x k x

x x k x

1 2 2 2 2
1
2

2
2

1 2 2 2 22

 



 
 

где x1=s+, x2=s. 

Так как dim T*M =4, то для полной интегрируемости достаточно указать еще 

один первый интеграл геодезического потока. Если ввести новые переменные x1, 

x2, такие что dx1=d+ds, dx2=k(s)ds, то гамильтониан геодезического потока 

развертывающейся поверхности будет иметь вид:H=2-1(1
2

2
2 ). Тогда еще один 

интеграл этого потока можно записать в виде: K=2-1( 1
2

2
2 ).  

 

§3. Выражение механических величин потока, определяемого  

развертывающейся поверхностью через кривизну и кручение ребра  

возврата этой поверхности 

 

Движение твердого тела в R3 описывается следующими уравнениями [5 

c.106]: 

 K [ , ] [ , ],K e u   e e[ , ].      (5) 

Здесь K - кинетический момент тела,  - мгновенная угловая скорость тела, а 

векторы e и u зависят от условий движения твердого тела. Ясно, что если урав-

нение (1), определяющее развертывающуюся поверхность, задает и некоторый 

поток, то механические величины K, , e, u должны выражаться через парамет-

ры уравнения (1), т.е. через s, . 

Можно описать механическое движение, определяемое уравнением (1), сле-

дующим образом. Если взять произвольную кривую =(s) и жесткий стержень, 

одним концом касающийся взятой кривой в каждой ее точке, то каждая точка 

стержня производит движение. Движущаяся точка стержня определяется ло-

кальными координатами (,s). Так как предполагается движение жесткого 

стержня, касающегося кривой, то d=0. 
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При каждом значении параметра s кривой (s) сопровождающий трехгран-

ник Френе вращается как твердое тело с вектором мгновенной угловой скорости 

. Точки трехгранника в момент времени, соответствующий значению s, обла-

дают такими скоростями, как если бы он вращался около оси, направленной по 

вектору  [6]. Вращение трехгранника вокруг оси, направленной по вектору , 

сообщает концам векторов , ,  те же линейные скорости по отношению к s, 

которыми они обладают в данный момент фактически [6]. 

В книге [6] имеется выражение вектора мгновенной угловой скорости  че-

рез кривизну и кручение кривой (s). С помощью формул Френе вектор мгно-

венной угловой скорости выражается следующим образом [6, c.173]: 

=(s)(s)+k(s)(s).       (6) 

Для величин K, e, u также найдено выражение через локальные координаты раз-

вертывающейся поверхности , s. 

Теорема. Имеют место формулы: 

K=m2k(s)(s), e=(s), u= m2 k (s)(s), 

Доказательство. Момент количества движения K(KX,KY,KZ) относительно 

точки О твердого тела, закрепленного в этой точке, и вращающегося с угловой 

скоростью (1,2,3), равен [4]: 

KX=IXX1-IXY2-IXZ3, KY=-IYX1+IYY2-IYZ3, 

KZ=-IZX1-IZY2+IZZ3.         (7) 

Здесь IXY, IXZ, IYZ - центробежные моменты инерции, а IXX, IYY, IZZ - осевые мо-

менты. Они вычисляются по формулам: 

IXX=A= ( ) ,y z dm2 2


 IYY=B= ( ) ,x z dm2 2


 IZZ=C= ( ) ,x y dm2 2


 

IXY
= xydm,



  IXZ= xzdm,


  IYZ= yzdm.


  

Движущейся точкой является точка торса и ее радиус-вектор OM=. Следо-

вательно, в инерциальной системе координат имеем: М(,0,0), IXX=0, IYY=m2, 

IZZ=m2, IXY=IXZ=IYZ=0. Отсюда следует, что оси , ,  являются главными ося-

ми инерции движущегося тела с массой m. Так как IYY=IZZ, т.е. B=C, то рассмат-

риваемое движение является случаем Лагранжа. 

Согласно формулам (7) определяется кинетический момент: 

KX=IXX1=0, KY=IYY2=0, KZ=IZZ3=m2k(s). 

Итак, 

K=m2k(s)(s).      (8) 

Осталось определить векторы e и u. Ясно, что   параллелен [,]. Учитывая 

2-е уравнение системы (5), рассмотрим такое вращение трехгранника вокруг оси 

с направлением , чтобы имело место равенство  =[,]. Тогда e=. Согласно 

правилу дифференцирования [4,c.33] имеем: 

dK

dt

dK

dt
K 

~
[ , ] .  

В силу формулы (8) 
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dK

ds
m k s s K    2 ( ) ( ) [ , ].  

Из последнего соотношения с учетом 1-го равенства системы (5), получаем 

[e,u]=m2 k s s( ) ( ) . 

Так как e=, [,]=, то u= m2 k s s( ) ( ) . Теорема доказана. 
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ON STREAMS DEFINED BY EVOLVED SURFACE 

 

In neighbourhood of investigated point stream can be considered as family of tra-

jectories r=r(t,), dependent on parameter . With =0 real trajectory r=(t,0)=r(t) is 

distinguished. Therefore the equation r(t, )=(t)+  (t), defining evolved surface in 

three dimentional space, gives some stream. Geodesic stream, arising on cotangent 

bundle of the surface, is investigated. 
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Структуры теории точечных отображений обобщаются и применяются для 

изучения нормализованного проективного пространства Pn. Найдены и геомет-

рически охарактеризованы порожденные нормализацией геометрические образы 


