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INVESTIGATION OF THE NORMAL CONNECTIONS,  
INDUCED IN A BUNDLE OF NORMALS OF THE 2-ND KIND  

ON -SUBBUNDLE OF (П)-DISTRIBUTION 
 

This article develops some ideas published in one of the previous article of 
the author [1]. The coincidence conditions of the normal connections, induced 

on equipped in sense of Norden — Bortolotti -subbundle are indicated. 
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КОМПЛЕКСЫ КВАДРИК С ВЫРОЖДАЮЩИМСЯ  

В ЛИНИЮ МНОГООБРАЗИЕМ ЦЕНТРОВ 
 

В трехмерном аффинном пространстве рассматри-
ваются комплексы (трехпараметрические семейства) 
центральных невырожденных квадрик с вырождаю-
щимся в линию многообразием центров. Показано, что 
такие комплексы существуют. Найдены геометриче-
ские свойства исследуемых многообразий. 
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Отнесем комплекс 31K  центральных невырожденных квад-

рик q с вырождающимся в линию L многообразием центров к 

реперу },,{ ieAR   i, j, k, … = 1, 2, 3, который геометрически 

характеризуется следующим образом: вершина репера совме-

щена с центром квадрики q, а векторы ie  направлены по трой-

ке сопряженных диаметров указанной квадрики, причем кон-

цы их лежат на квадрике q. 

Уравнение квадрики q в репере R принимает вид 

 .01)()()( 232221  XXX   (1) 

Принимая формы ,1
2

2
1

1    2
3

3
2

2    и 

1
3

3
1

3    за независимые первичные, запишем систему 

уравнений Пфаффа комплекса 31K  в виде 

 ,j
ij

i
i A    ,11 j

jB    ,122    133     (2) 

 (по i не суммировать!). 

Определение 1. Комплекс K31 квадрик, в котором каса-

тельная к линии L параллельна вектору 1e  и на квадрике q 

имеется, по крайней мере, три фокальные точки [1] Ai, не 

лежащие на одной прямой и на одной плоскости, проходящей 

через центр, и определяющие три сопряженных направления, 

называется комплексом .ˆ
31K  

Теорема 1. Существует шесть и только шесть классов 

комплексов :ˆ
31K  комплексы ,1

31K  ,2
31

iK  3
31K  и ,4

31K  определяе-

мые с произволом, соответственно: одной функции трех ар-

гументов, одной функции двух аргументов, двух функций од-

ного аргумента и одной функции одного аргумента. 

Доказательство. Специализируем репер R  таким обра-

зом, чтобы концы векторов ie  совпадали соответственно с фо-

кальными точками Ai. Такой репер будет каноническим. 

Так как касательная прямая к линии L параллельна вектору 

,1e  то: 
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 ,02   .03    (3) 

Замыкая уравнения (3), находим: ,12
1    .13

1    

Учитывая то, что Ai принадлежат фокальному многообра-

зию квадрики q, запишем систему уравнений Пфаффа много-

образия 31K̂  в виде: 

 ,11
1    ,03

3
2
2

32    ,1
1 i

iA    

 ,12
1    ,13

1    ,3
2

3
2

i
iA     (4) 

где формы ,1
2

1    1
3

2    и 2
3

3    приняты за базисные. 

Замыкая уравнения 02
2   и ,03

3   получим соотношения: 

 αA12 = 0, αA13 = 0, βA11 = 0, βA13 = 0, ,03
21 A  .03

22 A  

Тогда система уравнений (4) для комплексов ,1
31K  ,2

31
iK  

3
31K  и 4

31K  состоит из уравнений: 

 ,11
1    03

1
2
1

3
3

2
2

32     (5) 

и соответственно из уравнений: 

 ,1
1 i

iA    ,33
23

3
2  A   (6) 

 ,2
12

1
11

1  AA   ,33
23

3
2  A   (7) 

 ,3
13

2
12

1  AA   ,33
23

3
2  A   (8) 

 ,1
11

3
13

1  AA   ,33
23

3
2  A   (9) 

 ,3
13

1  A  ,33
23

3
2  A   (10) 

 ,1
11

1  A  .03
2    (11) 

При получении систем уравнений (5) — (11) исключались 

случаи, когда многообразия центров вырождались в точку. 

Находя чистые замыкания [2] систем (5) — (11), убежда-

емся в справедливости доказываемой теоремы. 

Теорема 2. Комплексы ,1
31K  iK 2

31  и 3
31K  обладают следую-

щими геометрическими свойствами: 
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1) фокальная точка A1 и координатная прямая ),( 1eA  не-

подвижны; 

2) фокальные точки )3,2...,ˆ,ˆ(ˆ jiA
i

 описывают цилинд-

рические поверхности с образующими, параллельными прямой 

),( 1eA , и касательными плоскостями в точках ,
î

A  парал-

лельными соответственно координатным плоскостям 

),,,( ji eeA  i < j, i, j ≠ ;î  

3) смещение точки 
i

Aˆ  при переходе с одной образующей 

цилиндрической поверхности )(
î

A  на другую происходит в на-

правлении вектора ,
ĵ

e  ;ˆˆ ij   

4) вдоль асимптотической линии поверхности )(
î

A  коор-

динатная плоскость ),,( ˆ1 i
eeA  неподвижна; 

5) индикатрисы векторов 
i

e ˆ  описывают поверхности, ка-

сательные плоскости к которым параллельны координатным 

плоскостям ),,,( ˆ1 i
eeA  .̂ˆ ij   

Доказательство. 
1. В силу уравнений (5) — (10) 

 ,))1(( 1
1

1
11

1 eXAdXdM i
i    (12) 

 ,))1()1(( 1
21

12
11

11
121

1 eXAXAdXdM     (13) 

 ,))1()1(( 1
31

13
21

12
122

1 eXAXAdXdM     (14) 

 ,))1()1(( 1
31

13
11

11
123

1 eXAXAdXdM     (15) 

 ,))1(( 1
3

13
113

1 eAXdXdM    (16) 

где ,1
1M  iM 2

1  и 3
1M  — текущие точки прямых ),,( 1eA  ассо-

циированных соответственно с комплексами ,1
31K  iK 2

31  и .3
31K  

Анализируя формулы (12) и (13), убеждаемся в справедливо-
сти первого утверждения теоремы. 

2. Из систем (5) — (10) и деривационных формул репера R 

следует, что 



М. В. Кретов 

 69 

,)( 3
33

2311
1

2 eAeAdA i
i    

,)( 2
3

11
2

3 eeAdA i
i    

,)( 3
33

231
2

12
1

11
1

2 eAeAAdA    

,)( 2
3

1
2

12
1

11
2

3 eeAAdA    

,)( 3
33

231
3

13
2

12
1

2 eAeAAdA    

,)( 2
3

1
3

13
2

12
2

3 eeAAdA     (17) 

,)( 3
33

231
3

13
1

11
1

2 eAeAAdA    

,)( 2
3

1
3

13
1

11
2

3 eeAAdA    

,)( 3
33

231
3

13
1

2 eAeAdA    

,)( 2
3

1
3

13
2

3 eeAdA    

для фокальных точек A2 и A3, ассоциированных соответствен-

но с комплексами ,1
31K  iK 2

31  и .3
31K  

Уравнения асимптотических линий поверхностей (A2) и (A3), 

ассоциированных с комплексами ,1
31K  iK 2

31  и ,3
31K  имеют вид 

 ,0)( 23    (18) 

откуда следует второе утверждение теоремы. 
3. Справедливость предложения следует из формул (17). 

4. Пусть ,M 1

î
 i

i
M 2

ˆ  и 3

î
M  — текущие точки координатных 

плоскостей ),,,( ˆ1 i
eeA  ассоциированных соответственно с 

комплексами ,1
31K  iK 2

31  и .3
31K  Тогда из вида дифференциалов 

указанных выше текущих точек и уравнения (18) следует со-
ответствующее утверждение теоремы. 

5. Последнее утверждение теоремы вытекает из того, что 
имеет место: 

 ,3
33

231
1

2 eAeed    .2
3

1
2

3 eeed    

Теорема 3. Комплексы 4
31K  обладают следующими гео-

метрическими свойствами: 

1) фокальная точка ,1A  координатная прямая ),( 1eA  и 

координатная плоскость ),,( 21 eeA  неподвижны; 
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2) фокальная точка 2A  описывает прямую, параллельную 

вектору ;1e  

3) фокальная точка 3A  описывает поверхность с каса-

тельной плоскостью в точке ,3A  параллельной координатной 

плоскости );,,( 21 eeA  

4) индикатриса вектора 2e  вырождается в линию с каса-

тельной, параллельной вектору .1e  

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2. 

Теорема 4. Характеристические многообразия [1] квадрики 

q, ассоциированной с комплексами iK 2
31  и ,3

31K  состоят из точек 

координатных прямых ),( 2eA , ),( 3eA  и фокальной точки .1A  

Доказательство. Характеристические многообразия квадрики 

q, являющейся образующим элементом комплексов iK 2
31  и ,3

31K  

соответственно задаются следующими системами уравнений: 

X
1
(A11X

1
 + X

2
 – A11) = 0,  X

1
(A12X

1
 + X

3
 – A12) = 0,  X

2
X

3
 = 0, X

1
X

2
 = 0,  

 X
1
(A12X

1
 + X

3
 – A12) = 0,  A13(X

1
)

2
 + (1 + )3

23A X
2
X

3
 – A13X

1
 = 0, 

X
1
(A11X

1
 + X

2
 – A11) = 0, X

1
X

3
 = 0, A13(X

1
)

2
 + (1 + )3

23A X
2
X

3
 – A13X

1
 = 0, 

 X
1
X

2
 = 0, X

1
X

3
 = 0, A13(X

1
)

2
 + (1 + )3

23A X
2
X

3
 – A13X

1
 = 0, 

откуда следует утверждение теоремы. 

Обозначим через P1 точку с координатами: 

 ,
1

,
1

,
1

)1(
3
231212

12

3
231212

11

3
231212

3
2312



















AAA

A

AAA

A

AAA

AA
 

а через s — плоскость, задаваемую уравнением X
2
 = A11(1 – X

1
). 

Теорема 5. Характеристическое многообразие квадрики q, 

ассоциированной с комплексами 1
31K , состоит из точек коор-

динатных прямых ),,( 2eA  ),,( 3eA  точек 1A  и ,1P  а квадрики 

q, ассоциированной с комплексами 4
31K , — из точек плоскости 

s, прямых ),,( 2eA  ),( 3eA  и точки .1A  
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Доказательство аналогично доказательству теоремы 4. 

Обозначим через P2 точку с координатами 

.0,
1)(

2
,

1)(

1)(
2

11

11

2
11

2
11



















A

A

A

A
 

Теорема 6. Фокальное многообразие квадрики q, ассоции-

рованной с комплексами ,1
31K  iK 2

31  и ,3
31K  состоит из пяти 

точек, три из которых являются концами векторов ,ie  а ос-

тальные диаметрально противоположны точкам 2A  и ,3A  а 

фокальное многообразие квадрики q, ассоциированной с ком-

плексами ,4
31K  содержит еще дополнительную точку .2P  

Доказательство теоремы следует из того, что фокальные 

многообразия квадрики q, описывающей комплексы ,1
31K  

,2
31

iK  3
31K  и ,4

31K  задаются системами уравнений, состоящих 

из уравнения (1) и соответственно из уравнений, задающих 

характеристические многообразия квадрики q, ассоциирован-

ной с указанными комплексами. 
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COMPLEXES OF QUADRICS WITH VARIETY  

OF THE CENTERS DEGENERATING INTO А LINE 
 

In three-dimensional affine space complexes (three-parametrical fam-

ilies) of central non-degenerate quadrics with variety of the centers de-

generating into a line are considered. It is shown, that such complexes ex-

ist. Geometrical properties of researched varieties are found. 
 




