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Центрированные плоскости в пространстве 
проективной связности 

 
В пространстве проективной связности Картана ис-

следуется пространство *П  центрированных m-мерных 
плоскостей. В присоединенном главном расслоении 

 *G П  способом Лаптева — Лумисте задается связ-

ность. Найдены дифференциальные сравнения компо-
нент объекта связности. Показано, что объект группо-
вой связности образует квазитензор, содержащий четы-
ре подквазитензора, которые задают связности в соот-
ветствующих фактор-расслоениях. 

 
Ключевые слова: пространство проективной связности, прост-

ранство центрированных плоскостей, расслоение, связность. 
 

Проективное пространство nP  представляет собой фактор-

пространство 1 / ~nL   линейного пространства 1nL   по отноше-
нию эквивалентности (коллинеарности) ~  ненулевых векто-
ров, то есть  1 \{0} / ~n nP L   (см., напр., [12]). Проективное 

пространство nP  является многообразием размерности . 

Пространство проективной связности Картана n,nP  [5] бы-

ло введено им как n-мерное многообразие, с каждой точкой 
которого связано касательное пространство, являющееся цен-
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тропроективным пространством nP , причем каждой паре бес-
конечно близких точек соответствует проективное отображе-
ние, которое служит аналогом параллельного переноса векто-
ра пространства аффинной связности [1]. 

Пространство n,nP  является n-мерным дифференцируемым 

многообразием nM , с каждой точкой которого ассоциировано 

n-мерное проективное пространство nP , содержащее эту точ-

ку. Таким образом, многообразие nM  выступает базой, а про-

странство nP  — n-мерным слоем, «приклеенным» к точкам 
базы [5]. В [8] показано, что задание фундаментально-группо-
вой связности в главном расслоении, типовым слоем которого 
является проективная группа, превращает данное расслоение в 
пространство общей проективной связности. Кроме того, в той 
же работе построена иерархия пространств проективной связ-
ности. 

Пространство n,nP  есть главное расслоение    1 nn nG M  над 

базой nM , типовым слоем служит группа  1n nG  , действующая 

эффективно в каждом центропроективном пространстве 

 0
nP x , приклеенном к базе nM  в точке nx M . При этом n,nP  

не является пространством со связностью главного расслоения 
[3]. 

В работе [11] пространство *П  центрированных m-мерных 
плоскостей *

mP  исследовалось в n-мерном проективном про-

странстве, при этом плоскость *
mP  — это точка пространства 

*П . Теперь пространство *П  будем рассматривать в каждом 
слое  0

nP x , причем центры плоскостей *
mP  совпадают с точ-

кой x . 
Отнесем пространство центрированных плоскостей к по-

движному реперу { iA,A } ( n,...,i 1 ), инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 
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i
i AAdA   , AAAdA ij

j
iii   , 

причем формы Пфаффа i , i , i
j  удовлетворяют структур-

ным уравнениям ([9], ср. [2; 4; 6; 7; 13]) 
kji

jk
i
j

ji SD    ( n,...,i 1 ), 

mki
jkm

i
j

k
k

i
j

i
k

k
j

i
j RD   , 

j j k
i i j ijkD R        , 

при этом компоненты объекта кривизны  , ,i i
jk jkm ijkR S R R  

антисимметричны, то есть ( ) 0i
jkS  , ( ) 0i

j kmR  , ( ) 0i jkR  , где 

круглые скобки означают симметрирование  ( )

1

2
i i i
jk jk kjS S S  . 

Следует заметить, что деривационные формулы для проек-
тивных реперов в пространстве n,nP  имеют аналогичный вид, 

что и в пространстве nP , но структурные уравнения — более 

сложный вид [1]. 

Помещаем вершины A , aA  на m-плоскость *
mP , причем 

вершину A  — в центр x  (здесь и в дальнейшем индексы при-

нимают значения a, … = m,1 ; , … = n,m 1 ). 

Базисными формами пространства центрированных плос-

костей являются формы  , a
 , a , число которых опреде-

ляет размерность пространства *П : 

 *dimП n m n m   . 

Замечание. Размерность пространства *П  отличается от 

размерности многообразия Грассмана  ,Gr m n  (пространства 

всех m-мерных плоскостей) на величину m , то есть 

 *dim dim ,П Gr m n m  , причем Znm ,  и 0 m n  . 
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Связь рассматриваемого пространства центрированных 
плоскостей с многообразием Грассмана  ,Gr m n  важна, по-

скольку многообразие Грассмана играет важную роль в гео-
метрии и топологии, будучи базисным пространством универ-
сального векторного расслоения. Кроме того, проективное 
пространство nP  можно представить как многообразие 

(1, 1)Gr n  . Многообразие Грассмана [10] является простран-
ством подпространств, погруженных в пространство более вы-
сокой размерности. 

Структурные уравнения присоединенного расслоения 

 *G П  пространства проективной связности Картана для про-

странства центрированных плоскостей имеют следующий вид: 

   

 

2 ,

2 ,

2 ;

a a b
a ab

a
a

a a b a a b c a
b bc

a b
b

b b
a a a b a a

b c b
abc ab

D S S

S

D S S

S

D R

R R

       
 

 


  
 




       
  

  


        

 

        

 

         

   

         

 

         

 

       

   

  (1) 

Замечание. Первые два уравнения системы (1) являются 
уравнениями базы nM , а уравнения для форм a

  дополняют 

nM  до расширенной базы *П . Вся система (1) задает расслое-

ние *П . 

 a c a a a a a c
b b c b b b c c bD  

                        

2a a c e a c
b bce bcR R R  
            ,                (2) 

( ) a a
a aD        

                               

2a b a
ab aR R R     

              ,             (3) 



О. О. Белова 

33 

   b b c
a a b a a abcD R R  

                   

2 b
abR 
   ,                                  (4) 

    a a a b a a
b bD R   

                       

2a b c a b
bc bR R 

         ,                        (5) 

   a a b
a abD R R  

                       

     2 a
aR 

    . 

Теорема 1. Расслоение  *G П  содержит четыре фактор-рас-

слоения над *П : 
1) фактор-расслоение плоскостных линейных реперов 

 2 ,n nm
L P  со структурными уравнениями (1), (2); 

2) фактор-расслоение нормальных линейных реперов  

L
   2 ,n nn m

P


 со структурными уравнениями (1), (3); 

3) фактор-расслоение плоскостных коаффинных реперов 

   ,1 n nm mC P  со структурными уравнениями (1), (2), (4); 

4) аффинное фактор-расслоение 
   2 ,n nn n m m

H P
 

 со струк-

турными уравнениями (1)—(3), (5). 
Слоевыми формами фактор-расслоения плоскостных ли-

нейных реперов  2 ,n nm
L P  являются формы a

b . Типовым сло-

ем данного расслоения является линейная факторгруппа 
 2m

L GL m G  , которая действует в пучке прямых, принад-

лежащих плоскости *
mP . 

Слоевыми формами фактор-расслоения L
   2 ,n nn m

P


 явля-

ются формы 
 . Данное расслоение — двойственное для фак-

тор-расслоения плоскостных линейных реперов. Типовой слой 

расслоения L
   2 ,n nn m

P


 — линейная факторгруппа  
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L
 

 2n m
GL n m G


   , 

которая действует неэффективно в проективном факторпро-

странстве P *
1 /n m n mP P   .  

Пространство P 1n m   можно представить в виде  

P     *
1 1 1 / 1n m n m n mG GA n m         (ср. [8]), 

где   1 1n m n mG      — проективная группа, а  * 1GA n m   — ко-

аффинная (центропроективная) подгруппа проективной груп-
пы   1 1n m n mG     . 

Слоевые формы фактор-расслоения    ,1 n nm mC P  — это фор-

мы a
b , a . Плоскостные коаффинные реперы принадлежат цен-

трированной плоскости *
mP . Коаффинная (центропроективная) 

факторгруппа    *
1m mC GA m G   , действующая на плоскости 

*
mP , является типовым слоем фактор-расслоения    ,1 n nm mC P . 

Формы a
b , 

 , a
  — это слоевые формы аффинного фак-

тор-расслоения. Типовым слоем расслоения 
   2 ,n nn n m m

H P
 

 яв-

ляется аффинная факторгруппа 
  2n n m m

H
 

 группы ( )G GP n , 

действующая в пучке прямых с центром в точке A . 

В присоединенном расслоении  *G П  зададим фундамен-

тально-групповую связность способом Лаптева — Лумисте: 
a a a a c ac
b b b bc b cП П П 

           

a a
a aП П П      

            , 

b b
a a a ab a bП П L 

         , 
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a a a a b ab
b bП П П 

            ,  

a a
a aП П L 

            , 

причем функции  

 , , , , , , ,a a ac a
b bc b a aП П П П П П П П  
       

, , , , , , ,b a a ab a
ab a b aП L П П П П П L        

удовлетворяют следующим дифференциальным сравнениям 
по модулю базисных форм  , a

 , a : 

0a a с ac a
b bc b с bП П П           , 0a a a

bc c b b cП       , 

0ac c a
b bП      , 

( ) 0b b b
a ab a a bП П L П         , 0c

ab ab cП П   , 

0b cb b
a a c aL П        , 

0a a b ab a b a
b b bП П П П П 

                , 

0a a c a a
b cb b bП П П 

            , 0ab ab c b a
cП П П 

         , 

0a a
a aП П П    

                  , 

0a aП 
     , 0a aП 

      , 

( ) 0a a a a
a a aП П L П П П 

                  , 

0b b
a ba a b aП П П П 

           , 

0a ba a c a
b cL П L П 

            . 

Теорема 2. Объект групповой связности П  в присоеди-

ненном расслоении  *G П  пространства проективной связно-

сти Картана n,nP  является квазитензором, который содержит 

четыре подквазитензора 
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 1 , ,a a ac
b bc bП П П П  , 

 2 , , a
aП П П П  

   , 

 3 1 , , , b
a ab aП П П П L  , 

 4 1 2, , , ,a a ab
bП П П П П П   , 

задающие связности в соответствующих фактор-расслоениях. 
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The space *П  of centered planes is considered in the Cartan projecti-

ve connection space ,n nP . The space *П  is important because it has con-

nection with the Grassmann manifold, which plays an important role in 
geometry and topology, since it is the basic space of a universal vector 
bundle. 

The space ,n nP  is an n-dimensional differentiable manifold nV  with 

each point of which an n-dimensional projective space nP  containing this 

point is associated. Thus, the manifold nV  is the base, and the space nP  is 
the n-dimensional fiber “glued” to the points of the base. 

A projective space nP  is a quotient space 1 / ~nL   of a linear space 

1nL   with respect to the equivalence (collinearity) of non-zero vectors, 

that is  1 \{0} / ~n nP L  . The projective space nP  is a manifold of di-

mension n. 
In this paper we use the Laptev — Lumiste invariant analytical meth-

od of differential geometric studies of the space *П  of centered planes 
and introduce a fundamental-group connection in the associated bundle 

 *G П . The bundle  *G П  contains four quotient bundles. It is show 

that the connection object П  is a quasi-tensor containing four subquasi-
tensors that define connections in the corresponding quotient bundles. 
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