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О СЛАБО ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 
СО ЗНАЧЕНИЯМИ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Исследуются свойства слабо почти периодических функций со зна-

чениями в банаховом пространстве. 
 
Properties of poorly almost periodic functions with values in Banach 

space are researched. 
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Продолжается исследование почти периодических функций со 

значениями в банаховом пространстве [1—5]. 
Определение 1. Функция f (t) со значениями в банаховом простран-

стве E слабо почти периодическая [6], если на любом линейном функцио-
нале [7] функция ( ) ( ( ))t l f t   является почти периодической. 

Для слабо почти периодических функций со значениями в банахо-
вом пространстве доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. Если f (t) — слабо почти периодическая функция со значе-
ниями в банаховом пространстве E, то множество ее значений ограничено. 

Доказательство. Так как ( ( ))l f t M  для любого числа t, то согласно 
теореме Банаха — Штейнгауса, нормы функционалов l также будут огра-
ничены, то есть ( ( ))l f t ( )l f t  sup ( )l f t M  для некоторого ко-

нечного числа M > 0, значит, ( )
sup

M
f t

l
 , где норма sup l  ограничена. 

Без ограничения общности можно считать, что sup 0l  , следова-

тельно, теорема доказана. � 
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Теорема 2. Если последовательность слабо почти периодических 
функций ( )nf t  сходится слабо к функции f (t) равномерно относитель-
но переменной t, то функция f (t) слабо почти периодична. 

Доказательство этой теоремы следует из неравенства 

 ( ( ) ( ))l f t f t   ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .n n n nl f t f t l f t f t l f t f t            � 

Теорема 3. Если функция f (t) слабо почти периодична и последова-
тельность f (t + sn) слабо сходится к функции * ( )f t  при всех t, то она схо-
дится равномерно относительно t. 

Доказательство. Согласно условию теоремы последовательность 
функций f (t + sn) слабо сходится к функции * ( )f t  при всех t, значит, на 
любом линейном функционале последовательность почти периодиче-
ских функций φ(t + sn) = l(f (t + sn)) сходится к функции * *( ) ( ( ))t l f t   
при всех t. Это означает, что ряды Фурье [8] для функций φ(t + sn) схо-
дятся к ряду Фурье функции * ( ),t  то есть если функциям φ(t + sn) со-

ответствуют ряды Фурье ,ni s i xA e e  



  то функции * ( )t  соответству-

ет ряд Фурье 
*

,i s i A xA e e 



  где * lim (mod 2 ),nn

s s 
    то есть имеет ме-

сто формальная сходимость рядов Фурье. Потому согласно работе [9] 
формальная сходимость рядов Фурье в множестве сдвинутых функций 
H (φ(t + h)) совпадает с равномерной сходимостью. Следовательно, 

*sup| ( ) ( )|n
t

t s t     , где  — любое положительное число. � 

Для доказательства следующей теоремы понадобятся понятия ко-
нечного -деления пространства и теорема об -делении [6]. 

Определение 2. Конечным -делением пространства Z, соответствую-
щим семейству функций { f(z)}, где z  Z, называется такое разложение 
Z в сумму конечного числа множеств 1 2 ... ,nZ U U U     что для лю-
бой f(z) из рассматриваемого семейства и любых точек ,z …, z  из мно-

жества Uk (k  1, 2, …, n) выполняется неравенство ( ) ( ) .f z f z    . 

Теорема об ε-делении. Для того чтобы семейство ограниченных в 
совокупности функций { f(z)}, заданных в пространстве Z, было ком-
пактным [7] (в смысле равномерной сходимости на множестве Z), необ-
ходимо и достаточно, чтобы для любого числа  > 0 существовало ко-
нечное -деление пространства Z, соответствующее семейству { f(z)}. 

Теорема 4. Если функция f(t) является слабо почти периодической 
и множество ее значений относительно компактно [7], то функция f(t) 
почти периодична. 

Доказательство. Обозначим через  единичную сферу сопряженного 
пространства E*. Пусть φ — произвольный элемент из . Рассмотрим 
функцию F(φ, t)  φ(f(t)) и покажем, что семейство функций F(φ, t) ком-
пактно в смысле равномерной сходимости на . Действительно, если на-
бор функций f(t1), f(t2), …, f(tn) является конечной -сетью для функции 
f(t), то набор функций F(φ, t1), F(φ, t2), …, F(φ, tn) — конечной -сетью для 
семейства F(φ, t) (t — параметр). Тогда согласно теореме об -делении 
семейство F(φ, t) компактно в смысле равномерной сходимости на всей 



О слабо почти периодических функциях со значениями в Банаховом пространстве  

 

170 170

прямой. Поэтому для любого числа   0 существуют элементы φ1, φ2, 
…, φm из сферы  такие, что для любого элемента φ из области  най-
дется такой элемент φk (k  1, 2, …, m), для которого 

 sup| ( , ) ( , )| .k
t

F t F t       (1) 

Так как при любом фиксированном номере k функция F(φk, t) явля-
ется почти периодической, то из формулы (1) следует, что семейство 
функций F(φ, t) является равностепенно непрерывным [7] и равносте-
пенно почти периодическим [6]. 

Пусть    есть общий -почти период для семейства функций 
F(φ, t), то есть для любого числа   0 sup| ( , ) ( , )|

t
F t F t        для всех 

элементов φ из множества . Тогда в силу теоремы Хана — Банаха [7] 
при фиксированных переменных t и τ имеем: 

 ( ) ( ) sup| ( , ) ( , ) .f t f t F t F t


            

Аналогично доказывается непрерывность функции f(t), следова-
тельно, функция f (t) почти периодична. � 
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