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2) асимптотические линии на поверхностях (А2) и (А4) соответствуют лини-
ям координатной сети; 

3) прямая, вдоль которой перемещается вершина А3, вырождается в точку; 
4) торсы прямолинейных конгруэнций (А1А4) и (А3А4) соответствуют лини-

ям координатной сети. 
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Поверхность Xm проективного пространства Pn рассмотрена как многообра-

зие троек (A, Tm, Ts), где А − точка поверхности, Tm −касательная плоскость, Ts 
(s≡ 1

2 m(m+3)<n) − соприкасающаяся плоскость. Осуществлено оснащение по-
верхности Xm, позволяющее задать связности 2-х типов в главном расслоении 
G(Xm), типовым слоем которого является подгруппа стационарности G тройки 
(A, Tm, Ts). Найдена геометрическая характеристика условий их совпадения. 
Описаны параллельные перенесения оснащающих плоскостей в связностях обо-
их типов. 

1. Ассоциированное расслоение. Рассмотрим поверхность Xm проективного 
пространства Pn как m-мерное многообразие троек (A, Tm, Ts), где А − точка, Tm 
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и Ts − плоскости (A∈Tm⊂Ts), обладающее свойствами: а) первая дифференци-
альная окрестность точки А принадлежит плоскости Tm; б) вторая дифференци-
альная окрестность точки А принадлежит плоскости Ts; Плоскости Tm и Ts назы-
вают касательной и соприкасающейся плоскостями поверхности, обычно пред-
ставляемой как многообразие точек А. 

Произведем специализацию подвижного репера R=(A0, Ai, Aa, Au), помещая 
вершину A0 в точку А, вершины Ai − на плоскость Tm, вершины Aa − на плос-
кость Ts. Здесь и в дальнейшем индексы принимают значения: 

i,j,k,=1,..,m; a,b,c=m+1,.., 1
2 m(m+3); u,v,w= 1

2 m(m+3)+1,..,n. 
Система дифференциальных уравнений поверхности Xm в репере R имеет вид: 
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С поверхностью Xm в репере R ассоциируется главное расслоение G(Xm) со 
структурными уравнениями: 
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Базой главного расслоения G(Xm) является поверхность Xm, типовым слоем 

− подгруппа G стационарности тройки (A, Tm, Ts), размерность которой 
dimG=n2+m2+s2+n-s(n+m) − число компонент слоевой формы 
ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω= { , , , , , , , , }j

i
i b

a
a
i

a v
u

u
a

u
i

u . Расслоение G(Xm) содержит подрас-
слоение H(Xm) со структурными уравнениями (3), которое рассмотрено в работе 
[1]. 

2. Индуцированные связности. Фундаментально-групповую связность в 
расслоении G(Xm) зададим по Лаптеву [2], [3] с помощью формы связности вида 
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~ω ω ω= − Γi
i , причем компоненты объекта связности 
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Объект связности Г содержит восемь существенных подобъектов: Г1={ Γjk

i }, 

Г2={ Γ Γjk
i

ij, }, Г3={ Γbi
a }, Г4={ Γ Γ Γjk

i
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i }, где Г1, Г3, Г6 являются объектами 
линейных связностей. 

Определение1. Композиционным оснащением поверхности Xm, представ-
ленной как многообразие троек (A, Tm, Ts), называется [4] присоединение к каж-
дой точке А: 1) нормали 2-го рода Нордена [5,с.197] − плоскости Nm-1: 
A∉Nm-1⊂Tm; 2) плоскости Ps-m-1: Tm ⊕ Ps-m-1=Ts; 3) плоскости Pn-m-1: Ts ⊕ Pn-m-1=Pn. 

Зададим указанные плоскости соответственно совокупностями точек: 
Bi=Ai+λ iA, Ba=Aa+λ a

i Ai+λ aA, Bu=Au+λ u
a Aa+λ u

i Ai+λ uA. (4) 
Дифференцируя эти равенства, запишем систему уравнений, обеспечиваю-

щих инвариантность оснащающих плоскостей 
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Следовательно, композиционное оснащение задается полем квазитензора 
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Пфаффовы производные компонент оснащающего объекта допускают охва-

ты 
λ λ λ λ λ λij ij

a
a ij

a
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k

k i j= − +Λ Λ ;          (6) 
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Теорема 1. Композиционное оснащение поверхности Xm индуцирует связ-

ности двух типов в ассоциированном расслоении G(Xm). 
Доказательство. Фундаментальный тензор поверхности Xm и оснащающий 

квазитензор λ  охватывают объект связности Г по формулам: 
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Компоненты объекта связности Г, не являющиеся объектами линейных связ-

ностей, можно охватить вторым способом: 
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Определение 2. Будем говорить, что связность в ассоциированном расслое-

нии G(Xm) 1-го типа Γ
1

(соотв. 2-го типа Γ
2

), если компоненты объекта связности 
Г охвачены по формулам (9,10) (соотв. (9,11)). 

Теорема 2. Связности 1-го и 2-го типов совпадают тогда и только тогда, ко-
гда выполняются равенства (6-8), каждое из которых соответственно есть необ-
ходимое и достаточное условие, ограничивающее возможные смещения осна-
щающих плоскостей до следующих: нормали Nm-1 − в плоскости Ls-1=[Bi, Ba], 
плоскости Ps-m-1 − в плоскости Ln-m-1=[Ba, Bu], плоскость Pn-m-1 остается непо-
движной. В совокупности эти условия фиксируют гиперплоскость Ln-1=[Bi, Ba, 
Bu]. 

Доказательство получаем с учетом соотношений (6-8) в дифференциалах 
точек (4), что дает геометрическую характеристику условий совпадения двух 
типов охватов. 
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3. Параллельные перенесения. Рассмотрим параллельные перенесения 
оснащающих плоскостей Nm-1, Ps-m-1, Pn-s-1. Введем в уравнения (5) компоненты 
формы связности ~ω . При этом получим ∆λ i ij
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где ковариантные дифференциалы и ковариантные производные компонент 
оснащающего квазитензора выражаются по формулам: 
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Дифференциалы точек (4) с помощью обозначений (12) запишем в виде: 
dBi=θBi+(ω λ ω ω λi

j
i

j
i
a

b
j+ − )Bj+ω i

a Ba+ ∆λ i A,   (14) 

dBa=θBa+(ω λ ω ω λa
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a
i

i
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a
u

u
b+ − )Bb+ωa

u Bu+ ∆λa
i Ai+ ∆λa A,     (15) 

dBu=θBu+(ω λ ωu
v

u
a

a
v+ )Bv+ ∆λ u

a Aa+ ∆λ u
i Ai+ ∆λ u A.     (16) 

Зададим линию γ ⊂ Xm уравнениями ω ρ ωi i= . Находя внешние дифферен-

циалы форм (12), отмечаем, что системы уравнений 1) ∆λ i =0; 2) ∆λa
i =0; 3) 

∆λa
i =0, ∆λa =0; 4) ∆λ u

a =0; 5) ∆λ u
a =0, ∆λa

i =0; 6) ∆λ u
a =0, ∆λa

i =0, ∆λ u =0. То-
гда согласно формулам (14-16) системы уравнений 1) - 6) являются необходи-
мыми и достаточными условиями, задающими следующие параллельные пере-
несения оснащающих плоскостей вдоль линии γ в подсвязностях 1-го типа: 1) 

нормаль 2-го рода Nm-1 переносится параллельно в связности Γ
1

2, когда она сме-
щается в плоскости Ls-1=[Bi, Ba]; 2) плоскость Ps-m-1 переносится параллельно в 

связности Γ
1

4, когда она смещается в плоскости Ln-m=[A, Ba, Bu]; 3) плоскость Ps-

m-1 переносится параллельно в связности Γ
1

5, когда она смещается в плоскости 

Ln-m-1=[Ba, Bu]; 4) плоскость Pn-s-1 переносится параллельно в связноcти Γ
1

7, когда 
смещается в плоскости Ln+m-s=[A, Bi, Bu]; 5) плоскость Pn-s-1 переносится парал-

лельно в связности Γ
1

8, когда она смещается в плоскости Ln-s=[A, Bu]; 6) плос-

кость Pn-s-1 переносится параллельно в связноcти Γ
1

, когда она неподвижна. 
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Параллельные перенесения оснащающих плоскостей в связности Γ
2

 2-го ти-
па являются вырождеными в том смысле, что они имеют место, когда плоскости 
смещаютя произвольно. Для объекта связности 2-го типа ковариантные произ-
водные (13) равны нулю. Следовательно, оснащающие плоскости переносятся 
абсолютно параллельно в связности 2-го типа, т.е. параллельные перенесения 
можно производить вдоль любой линии на поверхности. 

Замечание. Объекты линейных связностей, одинаковые для связностей двух 
типов, характеризуются параллельными перенесениями оснащающих плоско-
стей с помощью проективно-ковариантных дифференциалов [6]. 
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K. V. P o l y a k o v a 
 

PARALLEL DISPLACEMENT ON A MANIFOLD 
OF OSCULATING PLANES OF A SURFACE 

 
A surface Xm of a projective space Pn is considered as a manifold of triples (A, Tm, 

Ts), where A is a point of the surface, Tm is a tangent plane, Ts (s= 1
2 m(m+3)< n) is an 

osculating plane. An equipment of the surface Xm is realized, allowing to set connec-
tions of two types in the principal fibering G(Xm), whose standart layer is an isotropy 
subgroup of the triple (A, Tm, Ts). A geometric characteristic of their coincidence is 
found. Parallel displacement of equipping planes are described in the connections of 
both types. 
 
 


