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ПОВЕРХНОСТИ 3-МЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА ГАЛИЛЕЯ, 
КОЭФФИЦИЕНТЫ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ КОТОРЫХ 

ЯВЛЯЮТСЯ ФУНКЦИЯМИ ТОЛЬКО 
ВРЕМЕНИПОДОБНОГО ПАРАМЕТРА ИЛИ ТОЛЬКО 

ПРОСТРАНСТВЕННОПОДОБНОГО ПАРАМЕТРА 
 

Выявлены случаи порождаемости поверхности 
классического 3-мерного галилеева пространства-вре-
мени коэффициентом ее первой квадратичной формы, 
установлен вид таких поверхностей. 

 
Существует несколько видов 3-мерных одулярных галилее-

вых пространств, определенных в аксиоматике Г. Вейля [1]. Сре-
ди них выделяется классическое галилеево пространство-время, 
в основе которого лежит галилеево векторное пространство; ни-
же оно называется пространством Галилея. Базис векторного 
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пространства состоит из векторов ),,( jie
 ; векторы ),,( 210 xx  — 

евклидовы, векторы ),,( 21 xxx , 0≠x , — галилеевы. 
Регулярные поверхности 3-мерного пространства Галилея 

описаны в [1]. Поверхность, обладающая галилеевыми каса-
тельными векторами, задается в естественной параметризации 
векторной функцией 
 ),( utγ  = )),(),,(,( utyutxt , 2),( EDut ⊆∈ , 
которая представляется в виде суммы 
 ),(),( utretut 

+=γ , 2),( EDut ⊆∈ . (1) 
Здесь et  времениподобная составляющая поверхности ),( utγ  и 
 ),( utr  = )),(),,(( utyutx  (2) 
пространственноподобная составляющая поверхности, это функ-
ция класса С3, заданная на области D евклидовой плоскости E2 

пространства-времени Галилея. Первая квадратичная форма по-
верхности (1), определяющая на ней метрику, согласно [1] есть 

22 dtds = , если 0≠t ; 22 Eduds = , если 0=t , 222
uuu yxrE +==

 ; 
вторая квадратичная форма поверхности такова: 
 22 2 CdtBdudtAduII ++= , nrA uu


= , nrB ut


= , nrC tt


= ; 

единичный вектор нормали поверхности — 

 n = ),( uu xy
r

−
2

1
 . 

В [2] для поверхностей пространства Галилея доказана тео-
рема Бонне об определяемости поверхности коэффициентами 
ее первой и второй квадратичных форм. Ниже рассмотрен 
случай определяемости поверхности коэффициентом только 
первой квадратичной формы. 

Если (1) определяет поверхность вращения ),( utγ  = et  + 
+ )sin)(,cos)(( utxutx , то коэффициенты ее квадратичных 
форм являются функциями только времениподобного пара-
метра t . Рассматриваем поверхности (1), для которых 
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 0>= )(tEE , )(tAA = , )(tBB = , )(tCC = . (3) 
Для них выполняется 

Теорема 1. Коэффициенты второй квадратичной формы 
поверхности (1) со свойствами (3) являются функциями ко-
эффициента E  первой квадратичной формы. 

# В [1] для поверхностей пространства Галилея найдены 
формулы Гаусса — Петерсона — Кодацци: 

 2BACK −=  = 2

2

4
2

E
EEE ttt − , )(2 utut BAEBEAE −=− , (4) 

 0)(2 =−+ utt CBEBE . 

По выбору поверхности имеем .0,0,0 === uuu CBE  Вторая и 
третья формулы в (4) принимают вид: tt EAAE 2= , 

02 =+ tt EBBE , в иной записи 
E
E

A
A tt

2
1

= , 
E
E

B
B tt

2
1

−= . После 

интегрирования этих равенств получаем pEA lnln
2
1ln += , 

qEB lnln
2
1ln +−= , где qp,  постоянны; следовательно, 

EpA = , 
E
qB = . По формуле для кривизны поверхности 

имеем 
A

BKC
2+

= , поэтому 
2

32

4
42

EEp
qEEEEC ttt ++

= . # 

Пусть поверхность (1) имеет коэффициенты (3). Она зада-
ется векторной функцией (2), и ее положение в пространстве 
Галилея определяется начальными условиями: пусть поверх-
ность проходит через точку ),( 00 ut : 

 autr 
=),( 00 , butru


=),( 00 , cutrt


=),( 00 , (5) 

где cba  ,,  заданные векторы, точка )),(),,(( 0000 utyutx  лежит в 

области D , векторы cb ,  не коллинеарны, и 0Eb =


, где 

)( 00 tEE = . 
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Теорема 2. Поверхность (1), коэффициенты квадратич-
ных форм которой являются функциями только временипо-
добного параметра t  (3), определяется коэффициентом 

0>= )(tEE  первой квадратичной формы. Начальные условия 
(5) определяют единственную поверхность. 

# Для получения поверхности нужно определить функцию 
(2). Так как 22

uu yxE += , то положим 

 wExu cos= , wEyu sin= , (6) 
функцию ),( utww =  предстоит найти. Имеем единичный век-
тор нормали )cos,sin( wwn −=

 . Продифференцируем функции 
(6) и запишем коэффициент A  второй квадратичной формы: 

wwEx uuu sin−= , wwEy uuu cos= , nrA uu


= = Ewu , от-

куда, согласно доказательству теоремы 1, p
E
Awu == . Ана-

логично 
E
q

E
Bwu == . Теперь функция w  является решением 

уравнения с полным дифференциалом 0=+ duwdtw ut , именно 

)(tkpuw 1+= , где ∫= dt
E
qtk )(1 . Заданный вектор b


 в (5) опре-

деляет функцию )(tk1  однозначно. Интегрируем функции (6): 

 ∫ +== )(sin 2 tkw
p
Eduxx u , 

 ∫ +−== )(cos 3 tkw
p
Eduyy u . 

Функции )(),( tktk 32  однозначно определяются вектором a  из 
(4). Мы получили функцию, описывающую поверхность: 

 ),( utγ  = ))(cos),(sin,( 32 tkw
A
Etkw

A
Et +−+ ,  

 dtEBu
E
Aw ∫+= ; 

здесь функция (2) задана компонентами (7). 

(7) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 48 

Легко проверяется, что полученная поверхность с компо-
нентами (7) имеет коэффициентами своих квадратичных форм 
заданные функции (3). Очевидно, что коэффициент E  первой 
квадратичной формы совпадает с заданным (см. (6)). Выше в 
результате дифференцирования функций (6) получено: 

epEwA u == ; аналогично 
E
qB = . С учетом теоремы 1 

это заданные функции (3).  
Случай 0=p  выделяет из поверхностей со свойствами (3) 

особый случай. Выполняется 
Теорема 3. Если в (3) 0=A , то полученная поверхность 

),( utγ  является линейчатой. 

В частности, при 0=== p
E
Awu  (см. доказательство тео-

ремы 2) имеем 0=A . Тогда ∫== dtEBtkw )(1  функция толь-

ко параметра t . Поэтому )(cos tkwEux 2+= , 

)(sin tkwEuy 3+= , и мы получаем поверхность 

 ),( utγ = et


+ )sin,cos( wEuwEu + ))(),(( 32 tktk , 

являющуюся линейчатой.  
Рассмотрим поверхность (1), для которой 

 0)( >= uEE , )(uAA = , )(uBB = , )(uCC = . (8) 

Теорема 4. Коэффициенты второй квадратичной формы 
поверхности со свойствами (8) являются функциями коэффи-
циента E  первой квадратичной формы. 

В формулах (4) имеем 0,0,0 === ttt BAE , поэтому 

uu EBBE 2=  и 02 =uEC . Следовательно, constqEqB == ,  и 

constC = . По формуле Гаусса 02 =−= BACK , откуда 

E
C
qA

2
= . 
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Теорема 5. Поверхность, коэффициенты квадратичных 
форм которой являются функциями только пространствен-
ноподобного параметра u , имеет нулевую кривизну, определя-
ется только коэффициентом E  первой квадратичной формы 
и задается векторной функцией, распадающейся на два сла-
гаемых — одно из них есть линейная функция только време-
ниподобного параметра t , другое — только пространствен-
ноподобного параметра u : 
 )u,t(γ = )(),( 11 urhhtggtet 

++++ . 
# Как и выше в доказательстве теоремы 2, вводим обозна-

чения (6) и находим 
E
Awu = . Согласно доказательству тео-

ремы 4 E
C
qwu

2
= . Аналогично получаем qwt = . Следова-

тельно, ∫+= duE
C
qqtw

2
. Имеем 

 ∫ +== )()( 21 tkufduxx u , )()( 32 tkufy += , (9) 

где через )(),( ufuf 21  обозначены интегралы функций 
wE cos , wE sin  и )(),( tktk 32  — постоянные при интегри-

ровании по параметру u . Дифференцируя дважды функции (9) 
по параметру t  и используя вектор )cos,sin( wwn −=

 , имеем 
+′′−= wkC sin2 03 =′′ wk cos , что означает 00 32 =′′=′′ kk , , откуда 

12 ggtk += , 13 hhtk += . Получаем функцию ),( utγ  при 
начальных условиях autr 

=),( 00 , butru


=),( 00 , векторы cb ,  

не коллинеарны и 0Eb =


. # 
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ИЗУЧЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ,  

ИНДУЦИРУЕМЫХ В РАССЛОЕНИИ НОРМАЛЕЙ  
ПЕРВОГО РОДА НА Λ-ПОДРАССЛОЕНИИ 

Η(П)-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
 

Статья является продолжением работы [1]. Для 
нормальных связностей, индуцируемых на оснащенном 
в смысле Нордена — Картана Λ-подрасслоении, найде-
ны условия совпадения и вырождения в одну связность. 

 
В работе используется следующая система индексов: 

1,K n= ; , , , 1,p q s t r= ; , , 1, 1u v w r n= + − ; nrvu ,ˆ,ˆ 1+= ; 0,1Φ = ; 
0,11Ψ = . 




