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DIFFERENTIABLE MAPPING OF PROJECTIVE SPACE P, INTO
MANIFOLD OF HIPERQUADRICS OF THE SPACE P,

Differentiable mapping f: Pn—R(Q) of the projective space Pm into manifold of
hyperquadrics R(Q) of the projective space P, are studied. The notions of inflexional

curve I:£x—R(Q) in the element Q is introduced. Necessery and sufficient conditions

of inflexion of the curve I:£x—>R(Q) in the element Q are formulated. Characteristic
straight lines and characteristic directions of the mapping f are considered.

V]IK 514.75

SPEZIELLE DISTRIBUTIONEN AUF GRASSMANN'SCHER
MANNIGFALTIGKEIT (1)

V.V.Kaiser
(Friedrich -Alexander-Universitdt Erlangen-Nzrnberg)

Mit Hilfe des analytischen Apparat [1] sind speziellen nichtholonomen Kongruen-
zen bestimmt und entsprechende Ergebnisse, die im ersten Teil des Sufsatzes [2] for-
muliert sind, bewiesen.

3. Nichtholonome Kongruenzen.

3.1. Allgemeine Klassifikation. Aus dem Lemma 2.1 [1] folgt, dap jede beliebige
2-dimensionale Distribution Kk (nicht holonome Kongruenz) auf der Grassmann'schen
Mannigfaltigkeit M mit Hilfe von einem Pfaff'schen Gleichungssystem

a Q' +a,Q° +a,Q +a,Q* =0, -~

b Q! +b,0% +5,0° +5,0* =0 |
(local) bestimmt werden kann, wobei der Rang der Matrix des Systems (3.1) gleich
zwei sein mup.

Es sei T=t°Ao+t1A; ein Punkt auf der laufenden Geraden | eM. Aus (2.1) mit der
Berticksichtigung von (2.3) folgt

dT = (dto + %, + tla)lo)AO + (a’t1 + 1%, + z‘la)ll)A1 +
(3.2)
+(-°Q +1'Q) 4, +(£°Q +£'Q% ) 4,.

Daraus folgt, dap der Punkt T den Brennpunkt einer integralen Torse (aufrollbaren

Fliche) fiir K ist, wenn zusitzlich zu (3.1) gelten
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0 -0 =0, °Q+1'Q* =0. (3.3)
Das homogene Gleichungssystem, das aus der Gleichungen (3.1) und (3.3)

besteht, besitzt eine nicht triviale Losung beziiglich Q! €2, Q3, Q% dann und nur
dann, wenn gilt

> ft't) =0, (3.4)
i,j=0,1
WO
fooquza fm:fw:_%(q”+q23), f11:_‘]34= (3.5)
wobeli

q’ = (al.bj —ajbl.) (3.6)
die bekannten dualen Grassmann'schen Koordinaten [3] der laufenden 2-Ebene
k(1) cTiM der Distribution Kk sind.

Die Gleichung (3.4) bestimmt die Brennpunkte der Geraden | €M in bezug auf die
nicht holonome Kongruenz (3.1) (vgl. [4], [5]).

Dualerweise ergibt sich analog, dap die die laufende Gerade | €M enthaltene und
von der Gleichung XoX?+Xsx®=0 bestimmte Ebene die Tangentialebene einer
integralen Torse der Distribution K wird, wenn zusitzlich zu (3.1) gelten:

Q' +x,0Q° =0, xQ -xQ'=0. (3.7)
Das Gleichungssystem, das aus der Gleichungen (3.1) und (3.7) besteht, besitzt
eine nicht triviale Losung beziiglich Q!, Q2, O3, O* dann und nur dann, wenn gilt:

>.g"xx; =0, (3.8)
i,j=2.3
wo
gzz _ q24’ g23 _ g32 _ %(6]23 _q14), g33 _ —qls. (3.9)

Die Gleichung (3.8) bestimmt die Brennebene der Geraden | €M in bezug auf die
nicht holonome Kongruenz (3.1) (vgl. [4], [5]).

Es ist leicht mit der Beriicksichtigung der offenbare Gleichheit fiir die dualen
Grassmann'schen Koordinaten

q12q34_q13q24+q14q23:0 (3.10)

zu berechnen, daf die in den linken Gleichungsseiten (3.3) und (3.7) stehenden
quadratischen Formen die gleichen Diskriminanten haben. Deswegen besitzt jede
Gerade 1M zwei verschiedene Brennpunkte dann und nur dann, wenn sie zwei
verschiedene fokale Ebene besitzt (solche nichtholonome Kongruenzen nennen wir
hyperbolisch). Dasselbe bezient sich auf den (parabolischen) Fall der
iibereinstimmenden Brennpunkte und dbereinstimmenden fokalen Ebenen. Im
elliptischen Fall gibt es keine Brennebenen.

Es konnen noch zwei Falle auftreten, wenn entweder Brenennebene oder

Brennpunkte unbestimmbar sind (d.h. jede die laufende Gerade | M enthaltene Ebene
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eine Brennebene ist oder jeder Punkt der laufenden Geraden | €M ein Brennpunkt ist).

Beides zusammen kann nicht auftreten, da sonst alle qij gleich Null wéren und
deswegen der Rang des Systems (3.1) nicht gleich zwei wire.
Im ersten Fall (wenn die fokalen Ebenen unbestimmt sind) haben wir aus (3.9)

2
0%*=02%-0*=0**=0. Aus der Gleichung (3.10) folgt dann ¢'*¢>* + (q”) =0. Die

2
Gleichung (3.4) wird der Gleichung (qlzto —q”tl) =0 #quivalent, d.h. es gibt in

diesem Fall auf der laufenden Gerade | &M nur einen Brennpunkt M=q*A¢+q*2A;.
Wir nennen solche nichtholonome Kongruenzen (mit einem Brennpunkt auf jeder

Gerade |eM und mit unbestimmten fokalen Ebenen) nichtholonome spezielle
Kongruenzen des ersten Typs.
Im zweiten Fall (wenn die Brennpunkte unbestimmt sind) wird die Gleichungen

2
(3.8) dann der Gleichung (x2q24 —x3q14) = (0 &quivalent, d.h. es gibt nur eine

Brennebene, die von der Gleichung *x?+0?*x3=0 bestimmt wird. Wir nennen solche

nichtholonome Kongruenzen (mit einer Brennebene fiir jede Gerade | eM und mit
unbestimmten Brennpunkten) spezielle nichtholonome Kongruenzen des zweiten

Typs.
3.2. Spezielle nichtholonome Kongruenzen. Hier werden die Satze 1.1-1.4

bewiesen.
Beweis des Satzes 1.1. Geben wir auf jeder Geraden |eM einen Punkt

A=opAot+ A1 glattweise an und suchen wir eine nichtholonome Kongruenz k auf M
vom ersten Typ (d.h. mit unbestimmten Brennebenen), so daf3 diese Punkte in bezug

auf gesuchte nichtholonome Kongruenz k die Brennpunkte der Geraden | eM wiren.
Wenn Kk mit Hilfe vom Differentialsystem (3.1) bestimmt wird, dann gelten

2
g =q¢”-q¢" =¢" =0 und ¢"¢™ +(q14) = 0. Da die Gleichung (3.4) eine
eindeutige bis auf einen Multiplikator bestimmte Losung (oo, <) besizt, wird diese

2
Gleichung der Gleichung (toal - tlao) = 0 4quivalent. Dann gelten

g = ,u(al)z, ¢" = uala, ¢* = _ﬂ(ao)2’ (3.11)
wobei offenbar £0. Wenn &®#0, gilt **#0. Dann wird das System (3.1) dem
System g**Q*=-gq“Q!, g**Q2*=0>0? squivalent. Laut (3.11) wird es auch dem
System (3.3) mit %=, t!=a! dquivalent. Damit ist der Beweis des Satzes 1.1

beendet.
Der Beweis des Satzes 1.2 ist analog. Dabei wird das glatte Feld von Brennebenen

XoX2+X3%x3=0 der Geraden | €M eine nichtholonome Kongruenz des zweite Typs mit
Hilfe vom Differentialsystem (3.7) definiertn.
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Beweis des Satzes 1.3. Der Punkt Ao der laufenden Geraden |eM sei der
Brennpunkt von | in bezug auf eine nichtholonome Kongruenz K.Wie es aus dem
Beweis des Satzes 1.1 folgt, wird k vom System (3.3) ( wo man t'=0 setzen mup), d.h.
Q3=0*=0 bestimmt. Aus (2.1) und (2.3) haben wir

o’ =’ /\(a)g —a)22)+a)1 NI QNN

ot = /\(a)33 —a)g)—a)2 INOEIONIN
Laut dem Lemma 3.1 kénnen wir setzen @, = Z?zl c, Q' Aus der Integritits-
bedingungen

A AP AQ =0, dQ* AQP AQ* =0 (siehe [6])

erhalten wir 1=C»=0. Aus (3.1) haben wir dann

dA, = @y Ay +(c; 4, — 4,)2 +(c, 4, + 4,)Q°.
Dies bedeutet, dap alle integrale Regelfliche von Kk, die die Geraden | erhalten, die

Kegeln mit der Spitze im Punkt Ap sind. Umgekehrt sei Q die 2-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit, die den Biindel aller durch den Punkt Ao durchgehenden Geraden
darstellt. Betrachten wir eine Regelflache, die als eine Kurve auf der Grassmann'schen
Mannigfalltigkeit M mit Hilfe vom Differentialsystem (2.4) bestimmt werden kann.
Wenn diese Kurve auf der Mannigfaltigkeit Q liegt, d. h. ein Kegel mit der Spitze im
Punkt Ao darstellt, mup das Differential (.4, A A,) bei den Bedingungen (3.12) nur

durch die Grassmann'sche Produkte
By=A4A,~4,, Bj=A4A,~4,, B,=A4,1 A4,
ausgedruckt werden. Aus (2.4) haben wir
dB, = (a)g + a)ll)BO + 9(/”UB1 + B, + B, + /14B4) .

Daraus folgt, dap A3=0, A*=0. Dies bedeutet, daf dieser Kegel wirklich eine integrale

Regelfliche von K ist. Das beendet den Beweis des Satzes 1.3.
Der Satz 1.4 ist analog zu beweisen.
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B.B.Kaiizep

CHELIMAJIbHBIE PACIIPEJIEJIEHUST HA TPACCMAHOBOM
MHOTI'OOBPA3UH (111)

C moMOIIbI0 aHATUTUYECKOTO ammapara [1] BblIeleHbI CrielHaibHble HETOJIOHOM-
HbIE KOHTPYSHIIUU U JIOKAa3aHbl COOTBETCTBYIOIIUE PE3YJIbTAThI, CPOPMYITUPOBAHHEIC
B 1-0#i wactu paboTsI [2].

YAK 512.7

Ob OJJHOM ITOAXOJE K ITOCTPOEHUIO AJITEBPANYECKHUX
KPUBBIX C BOJIBIINM YU CJI0OM PAIIMUOHAJIBHBIX TOYEK

I0O.CKacartkuHna
(Kanununepaockuii 2ocyoapcmeennwlil yHueepcumen)

B nacrosimeit pabote craBUTCS 3ajjauya MOCTPOEHUS alreOpanuyecKuX KpPUBBIX C
OOJIBIIMM YHUCIIOM PAIIMOHATIBHBIX TOUEK, OMMPAsCh JIUIIL Ha 0000IICHHBIE Beca XeM-
MHHTAa TIOAKOJIOB MajoOl pasMEpHOCTH. PacCMOTpeH mpumep, WUTIOCTPUPYIOLIANA Me-
TOJ1 MOCTPOEHUSI KPUBBIX, UCXO/IS U3 MOAKOI0B MaJIbIX pa3MEPHOCTEN.

Bomnpoc moctpoenust anrebpanyeckux KPUBBIX C OOJBIITUM YHUCIOM pPAIlMOHAb-
HBIX TOYEK aKTyaJIeH KaK ¢ TEOPEeTUYECKOM, TaK U C MPAKTUUYECKOW To4ek 3peHus. B
TEOPUHU KOJMPOBAHMS, HAIPUMEDP, TAKUE KPUBBIEC JAIOT BO3MOXXHOCTh MOCTPOEHUS KO-
JIOB C XOPOIIMMHM XapakTepucTukamu. Hannuue OonblIoro yucia panuoHadbHBIX TO-
YeK Ha 3JUIMITUYECKON KPUBOM TaK)Ke 3HAUUTEIBHO YJIydllaeT NapaMeTpbl KPUITOCH-
cTeMbl. J{J1s MoTy4YeHus: TaKuX KPUBBIX UCHONB3YIOTCS pa3indHble nmoaxoasl. Kmaccu-
yeckui moaxo 1 A.Beiist ocHOBaH Ha pacIIMPEHUH MOJIsl KOHCTAHT (DYHKIMOHAIBLHOTO
nosist. M.A.Ilpacman u C.I'.BragyT ucnons30Banu Jjisi MIOCTPOCHUS KOJIOB TaK HAa3bI-
BaeMble MOAYJSIpHbIE KpHBBIE; F.TOITES paccMaTpuBaeT 3TOT BOMPOC C MO3UIIMU all-
reopandeckoii reometpun. CpaBuutenbHo HenaBHo G.Geer u M.Vlugt [1] npemnoxu-
JIM HOBBIM TIOJIXOJT K MIOCTPOSHUIO0 KPUBBIX C OOJBIIINM YHCIIOM PAIMOHATBHBIX TOYEK.
OH OCHOBaH Ha 3HAHWM WUEPAPXUU BECOB KOja [2] ¥ KOHCTPYKIIMHU Cliea0B K0J10B [3],
[4]. Onnako, B 001IeM ciydae, onpeaeneHne 0000IEHHOro Beca XeMMHHTa, Clie0Ba-
TEJIbHO, U BECOBOW MEpApXUM KOJa AOCTATOYHO CIIO’KHAs 3anada. Pacnpenenenue Be-
COB M3BECTHO JIMLIb JJI1 HEKOTOPBIX KJIACCOB KOJIOB.

PaccmoTpum monpoOHee MeTo, npemioxennsiii B padore [1]. Ilycte Fq - koHeu-
HOE TI0JIe, COCTOsIIee U3 ¢ = p” 3IIEMEHTOB. V3BECTHO, UTO MPUMEHS 0TOOpaKeHHe
ciena, MoxkHo koxy C Han monieM Fq mocTaBUTH B COOTBETCTBUE KO Hal Fp, KOTOpHIi
Has3biBaeTcs cuenoM koja C m obo3nauaercs Tr(C). PaccMoTprM KOHEYHOMEpHOE HaJL
Fq momnpoctpancTBo L mons panuoHanbHbIX QyHKIUH Fg(X). O603HaunM P - MHOXKe-
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