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ЧИСЛЕННОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА 

ПОГЛОЩЕНИЯ МЕТОДОМ ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 

Предложен алгоритм численного решения обратной динамической 
задачи о восстановлении поглощения методом граничного управления. 
Поглощение определяется независимо от скорости звука, которая мо-
жет быть произвольной гладкой положительной функцией. Приводятся 
результаты численного моделирования. 

 
A numerical algorithm for solving inverse dynamical problem recovering 

an absorption by the boundary control method is developed. The absorption 
coefficient is determined independently of a speed of sound, which can be an 
arbitrary smooth positive function. The results of numerical experiments are 
represented. 

 
Ключевые слова: многомерные обратные динамические задачи, метод 

граничного управления, численное решение обратных динамических задач. 
 
Key words: multidimensional inverse dynamical problem, boundary control 

method, numerical solving inverse dynamical problems. 
 

Прямая задача 
 
Пусть D  — ограниченная область в 2R  с внешней границей Γ . Рас-

смотрим начально-краевую (прямую) задачу для волнового уравнения 

       0,tt tu u u   (1) 

 0 0| | 0,t t tu u     (2) 

 
2

Γ [0, ]| (Γ [0, ]),Tu f L T    
  (3) 

где ( ) 1 / ( )c x x   — скорость звука; ( )x  — коэффициент поглоще-

ния; u  — производная по нормали. Решение прямой задачи обозна-

чим fu  и назовем волной, возбужденной управлением f. Волну ( , )fu T  в 
момент времени t T  назовем финальным состоянием. Системе (1)—(3) 
сопоставим оператор реакции 2 2:  ( [0, ]) ( [0, ])TR L T L T   , опреде-

ляемый  Γ [0, ]| .fT
TR f u

 
Это ограниченный в 2 ( [0, ])L T  оператор [1]. 

 
Обратная задача 

 
Рассмотрим обратную задачу восстановления   x  во всей области 

D по данным обратной задачи: оператору 2 ,TR  заданному при фикси-

рованном T, */2 sup dist( , Γ)x DT T x  , где расстояние рассматривает-

ся в смысле римановой метрики / ( )dx c x , ( )c x  остается неизвестной. 
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Решение обратной динамической задачи основывается на методе 
граничного управления (BC-метод) [2]. Используется одна из версий 
BC-метода [3]. Настоящая статья является продолжением работ [4; 5]. 

 
Билинейные формы 

 
Приведем известные результаты, используемые при решении зада-

чи. Определим билинейную форму ( , )Q f g : 

 
           , ( , , , ) , , .f gf g

t t
D D

Q f g u x T u x T dx x u x T u x T dx        
(4) 

Оказывается, (4) определяются через данные обратной задачи: 

 
     

0
, [ , 2 ( , ) , ( , 2 )] .

T g f
t tQ f g d u T t f t u t g T t dt


             

(5)
 

Вывод (5) приведен в [6]. 
Введем билинейную форму Σ( , )f g : 

         Σ , , , .f g
Df g x u x T u x T dx

  (6) 
Пусть v  — произвольное решение волнового уравнения 

     0.tt tvv v   (7) 

Умножим (1) на v, а (7) на fu  и вычтем, проинтегрируем по [0, ]D T : 

       0[ ]( , ) , [ ]( , ) Γ .Tf f f f
t tD Dx vu u v x T dx x vu x T dx vf u v x t d dt          

Возьмем    , , 2 ,gv x t u x T t   тогда 

 

0

( ) ( )

(

Σ( , ) , ,

, , , ,

, 2 ( , ) ( , ) , 2 .

) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f g

D

f gg f
t t

D
T g f

f g u T u T dx

u T u T u T u T dx

dt u T t f t u t g T t dx


    

          

         




 

  (8) 

 
Задача граничного управления 

 
Рассмотрим задачу граничного управления: по заданным функциям 

1 2,  ( ) ( )D DH L   требуется найти управление f такое, что 

 ),( ,fu T     (9) 

 , ) .(f
tu T     (10) 

Известно, что при достаточно больших T: *2 ,T T  задача (9)—(10) 

плотно разрешима в пространстве управлений 1 2H L  [5]. При реше-
нии задачи граничного управления воспользуемся формой (4), которая 
выражается через данные обратной задачи по формуле (5). 
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Пусть  — произвольная гладкая гармоническая функция в D , 

а   0.  Введем функционал Φ(g) : ( ) ( ( , ), ( , )) .g
Dg x T u x T dx     Заме-

тим, что Φ( )g  явно выражается через данные обратной задачи: 

 ( ) ,( ) .gg u x T d     

Равенства , , ( ( 0) ),ff
tu T u T      выполняются тогда и только тогда, ко-

гда управление f удовлетворяет уравнению и условиям [5]: 

 2( , ) Φ(g),  ( [0, ])Q f g g L T    .  (11) 

    ( , ) ,   ( , ) 0.ff
tu x T u x T   (12) 

 
Схема решения обратной задачи 

 
Коэффициент поглощения можно восстановить по такой схеме. 
1. Для всевозможных гладких вплоть до границы гармонических 

функций  и   0 решается задача граничного управления (9)—(10), 
используя уравнение (11) и условия (12). Тем самым определяются 

управления f  такие, что , ( ), , 0. ( )   (  )ff
tu x T x u x T     

2. Подставляя в (8) 1
f  для fu  и 2

f  для gu , получаем 

 
2 1

1 21 2 0 ( ) ( )( ) ([ , 2 ) (, , ]), 2 .f fT
D x dx u T t f t u t f T t d dt 

                 (13) 
Поскольку линейная оболочка, порожденная всевозможными про-

изведениями 1 2,  ,   плотна в 2 ( )L D , можно использовать (13) для опре-

деления . Важная особенность процедуры решения обратной задачи в 
том, что оба шага алгоритма — решение линейных задач. 

 
Численное решение прямой задачи 

 
Прямая задача решалась методом конечных элементов. В области 

D  строилась триангуляционная сетка Делоне. Использовалась кусоч-
но-постоянная модель скорости звука и поглощения. Решение прямой 
задачи раскладывалось по кусочно-линейным базисным функциям 
МКЭ ,   ( , 1, , :)i j ijx i j N      

 1( ), ( )( )N
nN n ntu x t U x  ,  (14) 

где N — число узлов. Метод Галеркина сводит исходную прямую зада-
чу к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами 

 
  '' ' ,MU KU M U G  ( ) ( , ) , 1, ,i iG t f x t dx i N      (15) 

с нулевыми данными Коши 

     '0 0 0U U . (16) 
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Решение задачи (15)—(16), отвечающее управлению f, будем обо-

значать ( )fU t , а вектор-функцию в правой части —  fG t . Постоянные 

матрицы M, K (матрица масс и матрица жесткости) и M  (матрица 
масс) вычисляются по формулам 

 
           ,   ,   ( ., )ij i j ij i j ij i jD D DM dx M dx K dx

  (17) 
Система ОДУ (15) аппроксимировалась по явной схеме: 

 

  
   

  


1 2 2
1 1

2

2
,

2

j j j j j
j jU U U U U

M KU M G
tt  

где t — шаг по времени. Имеем СЛАУ для jU  с    2A M t M  и век-

тором правой части  1 1 22 22 ( ( 2) )j j jB t G U M t K U M t M            . 

Начальное приближение 0 1 2 00,   0U U t G    . Решение прямой зада-

чи в граничных узлах обозначим ( ( )) ( ),   Γf
i iiRf t U t x  . 

 
Задача граничного управления в дискретном виде 

 
Билинейная форма (5) при представлении решения в виде (14) за-

пишется следующим образом: 

 

 

0

( , ) ( , ) ,

[ (

( ) ( ) ( ) ( )

( ) () 2 ( ) ( ) ( ) 2 ] .)

f gf g
t t

T f g
t t

Q f g KU U MU U

Rg T t G t Rf t G T t dt

T T T T  

       
(18)

 
Задача граничного управления примет вид 

   ,fU T    (19) 

    0.f
tU T

  (20) 
Управление f  будем искать в виде 

    1 ,k k
L
kf c g   (21) 

где 2
1 2, , , (Γ [0, ])Lg g g L T    — линейно-независимая система управ-

лений; L — количество управлений. Тогда задача граничного управле-
ния (19)—(20) сводится к СЛАУ относительно kc : 

 1( , ) ( , ) (( )( ), ),
n

L
kl k k l lQ f g c Q g g Rg T G  

  (22) 

 
( , ) ( ) , ( , ) 0| .ff

t xxx x
U x T x U x T

 
  

  (23) 
 

Численное восстановление  
 
Форма Σ( , )f g

 (8) в дискретной постановке принимает вид 
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' '

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (Σ( , )

[( )(2 ) ( ) ( )( ) (

)

2 )] .

f g f g f g

T

f g

f g U M U U MU U MU

Rg T t G t Rf t G T t dt

T T T T T T    

   
  (24) 

Опишем схему восстановления поглощения в дискретном виде. 
1. Рассчитываем сеточные «гармонические функции» ,    1, ,j j J    

(J — количество граничных узлов) из дискретного аналога задачи Ней-
мана для уравнения Лапласа ( ) ( ) ,j jK G   где вектора ( )jG — произволь-

ные линейно-независимые граничные вектора. 
2. Определяем некоторую линейно-независимую систему управле-

ний 2
1 2, , , (Γ [0, ])Lg g g L T   . 

3. Для каждой ( )j  решаем задачу граничного управления (19)—(20) 

  
( )( ) ,j

f

jTU


    (  ) 0,j
f

t TU


 1, , .j J   

Искомое управление 
( )j

f  представляем в виде (21). Задача граничного 

управления сводится к нахождению коэффициентов разложения kc  из 
системы линейных уравнений (22) и условий (23). 

4. Запишем билинейную форму ( , )f g
 (6) в дискретном виде 

 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ).f g f g

i j i j i jDf g U T U T x x x dx U M U         
Подставляя сюда   

( ) ( )
,  

i j
f f g f , получим систему уравнений 

 ( ) ( ), 1 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ), , 1, , ,
p qk

jiN Tr
i j k k p q i jx x dx f f p q J             

  (25) 
где правая часть вычисляется исходя из (24): 

        ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )0Σ , [ 2 ( ) 2 ] .q p

p q p q

f fT
f ff f U T t G t U t G T t dt 

        

Таким образом, получили систему линейных уравнений (25) (размер-
ности  ( 1) 2Tr J J , где Tr  — количество треугольников) относительно 

, 1, k k Tr  . Система линейных уравнений (22) решалась псевдообра-
щением, а решение в (25) отыскивалось с помощью минимизации 
функционала с учетом априорных ограничений на  k . 

 
Численные эксперименты 

 
В среде MATLAB был разработан комплекс функций, позволяющий 

проводить численные эксперименты. 
Область D — круг радиусом r  1. В численных экспериментах 

*T   1 ( *T  — время заполнения), далее полагаем T  2. 
Использовалась следующая триангуляционная сетка: количество 

узлов сетки N  8385, количество граничных узлов J  256, количество 
треугольников Tr  16512. В качестве lg  взяты функции: 

 
( , ) ( ) ( ), 1, , ,   1, , ,    ,sp

l s pg g h s S p P xx t x t       
  (27) 
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где  ph t  — функция Рикера (час-

тота f  10 Гц), смещенная на шаг pt 
(рис. 1),  s x  — «сеточная» дельта-

функция для граничного узла с но-
мером s, где 

1,    ,
0,    ;

( )js
s j
s j

x


   
 S  256; P  100. 

Модель скорости звука c(x) имеет 
вид, показанный на рисунке 2. Мо-
дель поглощения и результат вос-
становления даны на рисунке 3. 

 

        
 

Рис. 2. Модель скорости звука (c(x)  0) 
 

         
 а  б  в 

 
Рис. 3. Модель поглощения и результат восстановления: 
а — модель поглощения; б — реконструкция поглощения; 

в — реконструкция поглощения с информацией на границе области 
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ФОРМАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЗИРОВАННОЙ ГЕНЕРАЦИИ 
ТЕСТОВ ПО ПРОГРАММИРОВАНИЮ 

 
Рассматриваются формальные подходы к созданию алгоритмов, 

реализованных в системе автоматизированной генерации тестовых за-
даний. Представлена структура программной системы генерации тес-
товых заданий по программированию. Описаны постановки задач и ма-
тематические модели для некоторых модулей системы. 

 
Formal approaches to creation of algorithms implemented in automated 

tests generation system are considered. Structure of a software system of pro-
gramming tests generation is presented. Problem statements and mathemati-
cal models for some modules of the system are described. 

 
Ключевые слова: математическая модель, тестовое задание, программиро-

вание, информатика. 
 
Key words: mathematical model, test, programming, informatics. 
 

Введение 
 
Настоящее время характеризуется стремительным развитием ин-

формационных технологий, которые пронизывают все сферы жизни и 
деятельности общества. Растет потребность в специалистах, способных 
использовать существующие, а также создавать новые информацион-
ные технологии. 
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