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Псевдотензор деформации связностей 
коконгруэнции  

 

В n-мерном проективном пространстве исследуется ко-
конгруэнция -мерных плоскостей. Расширенное ком-
позиционное оснащение данной коконгруэнции полями 
( 1)-мерных плоскостей и точками  на m-мер-
ных плоскостях позволяет задать связности трех типов 
в ассоциированном расслоении, причем одна из трех связ-
ностей является средней по отношению к двум другим. 
Рассмотрена деформация связностей и показано, что 
объект деформации является псевдотензором. Работа 
выполнена методом продолжений и охватов Г. Ф. Лап-
тева с заданием связностей в главном расслоении. 
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Продолжается исследование коконгруэнции m-мерных плос-

костей [2] с использованием метода Картана — Лаптева [1; 11; 
12; 15; 17; 18]. 

Интерес к изучению подмногообразий многообразия Грас-
смана демонстрируют многие геометры [3; 4; 13; 14]. 

В проективном пространстве  будем использовать по-
движной репер { , } ( , … 1,… , ). Инфинитезимальные 
перемещения данного репера определяются формулами 

,	 , 
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, ,	  — формы Пфаффа — удовлетворяют структурным 
уравнениям Картана проективной группы  

∧ ,     ∧ , 

∧ ∧ ∧ .               (1) 

Многообразие Грассмана ,  — множество всех m-мер-
ных плоскостей n-мерного проективного пространства, при-
чем dim	 , 1 . Одним из подмногообра-
зий многообразия Грассмана является комплекс m-плоскостей, 
если размерность комплекса превышает разность  (см.: 
[7]). 

В своей статье [3] В. И. Близникас дал классификацию 
подмногообраий многообразия Грассмана, назвав комплекс 

 плоскостей размерности 	(1 ) коконгруэн-
цией m-мерных плоскостей. 

Коконгруэнция  задается уравнениями (см.: [2]) 

Λ , 

, … 1,… , ; 	 , … 1,… , ,	 причем компоненты фун-
даментального объекта 1-го порядка Λ {Λ } удовлетворяют 
дифференциальным сравнениям по модулю базисных форм 

 

ΔΛ Λ Λ ≡ 0, 

причем дифференциальный оператор ∆ действует по закону 
(см., напр., [16]) 

∆Λ Λ Λ Λ Λ . 

Замечание. Если 1, то коконгруэнция совпадает с 
конгруэнцией прямых [5; 6]. 

В главном расслоении , где 

1) 1 , 
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задается связность способом Лаптева — Лумисте [2; 8; 9]: 

Г ,     Г , 

Г ,     Г ,              (2) 

Г , Г . 

Вычисляя внешние дифференциалы форм (2), используя 
структурные уравнения (1) и применяя теорему Картана — 
Лаптева, находим 

ΔГ Г Г Г Λ Г Г  

Λ ≡ 0, 

ΔГ Г Г Λ Λ ≡ 0, 

ΔГ Г Λ Г Г Г  

Г ≡ 0, 

ΔГ Г Λ Г Г  

Λ Λ ≡ 0, 

ΔΓ Γ Γ Λ ≡ 0, 

ΔΓ Γ Λ Γ Γ Γ ≡ 0. 

Осуществляя расширенное композиционное оснащение ко-
конгруэнции , присоединив к каждой m-мерной плос-
кости  аналог плоскости Картана — плоскость , не 
имеющую общих точек с плоскостью , и точку ∈ , 
причем 

,  , 
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получим дифференциальные уравнения компонент оснащаю-
щего квазитензора , ,  

Δ , 

Δ ,                         (3) 

Δ , 

причем 

Δ Λ ≡ 0, 

Δ Λ  

Λ ≡ 0,                      (4) 

Δ Λ Λ

≡ 0, 

где Λ , Λ . 
Данное расширенное композиционное оснащение позволяет 

охватить компоненты объекта связности следующим образом: 

Г , 

Г Λ , 

Г Λ , 

Г Λ , 

Г , 

Г . 
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Ковариантные дифференциалы 

, 

, 

 

выражаются через ковариантные производные 

Г Г Г , 

Г Г Г Г , 

Г Г Г  

следующим образом: 

,   , . 

С использованием тензорности ковариантных производных 

Λ ≡ 0, 

Λ ≡ 0, 

Λ ≡ 0 

строится второй охват: 

Г Λ , 

Г 2 Λ , 

Г 2 , 

где . 
По аналогии с работой [13] третий охват находится так, 

чтобы первая связность являлась средней [9] по отношению к 
двум другим, то есть 
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Г Г Г . 

Таким образом, 

Г Λ , 

Г Λ , 

Г . 

Замечание. Для построения первого охвата было бы доста-
точно рассмотреть не расширенное композиционное оснаще-
ние, а оснащение, заданное аналогом плоскости Картана. Для 
остальных двух охватов одной плоскости Картана было бы не-
достаточно. 

Введем объект деформации  связности второго типа по 

отношению к связности первого типа, то есть Г Г . 
Замечание. Деформация связности третьего типа по отно-

шению к связности первого типа равна – , а деформация 
связности третьего типа по отношению к связности второго 
типа равна 2 . 

Компоненты объекта деформации , ,  име-
ют вид 

Λ , 

λ Λ , 

M . 

Находим дифференциальные сравнения этих компонент, 
учитывая сравнения (3), (4): 

∆ Λ ≡ 0, 
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∆ Λ  

≡ 0, 

∆ Λ ≡ 0. 

В полученных дифференциальных сравнениях у компо-
нент объекта деформации стоят множители (компоненты фун-
даментального объекта 1-го порядка Λ и оснащающего квази-
тензора ), поэтому справедлива следующая теорема. 

Теорема. Объект деформации  связности является псев-
дотензором [10], то есть объектом, обращение которого в 
нуль инвариантно. 
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The Grassmann manifold ,  is the set of all -dimensional 
planes of an -dimensional projective space, with 

dim , 1 . 
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One of the submanifolds of the Grassmann manifold is a complex of 
-planes if the dimension of the complex exceeds the difference . 

We continue to study the cocongruence of -dimensional planes us-
ing the Cartan — Laptev method. In an -dimensional projective space, 
the cocongruence of -dimensional planes can be given by the following 

equations Λ . 
Compositional equipment of a given cocongruence by fields of 

( 1)-planes : ⊕  

and points  

allows one to define connections of three types in the associated bundle, 
and one of the three connections is average with respect to the other two. 
The deformation of these connections is considered and it is shown that 
the object of deformation is a pseudotensor. 

We introduce the deformation object  of the connection of the sec-
ond type with respect to the connection of the first type. The deformation 
of the connection of the third type with respect to the connection of the 
first type is , and the deformation of the connection of the third type 
with respect to the connection of the second type is 2 . 

In the present paper, we use the method of continuations and coverages 
of G. F. Laptev with assignment of connections in the principal bundle. 

 
Keywords: projective space, cocongruence of m-dimensional planes, 

connection, deformation of connection 
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