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Условие аффинного расслоения от прямолинейной конгруэнции (А,eγ) к кон-
груэнции касательных плоскостей [А,eα,eβ] поверхности (А) c учетом (7) и (8), 
имеет вид: 

ωγ
α ∧ ωα

γ+ ωγ
β ∧ ωβ

γ = 0.      (9) 
Форма Пфаффа ωγ

γ тогда и только тогда является полным дифференциалом 
некоторой функции, когда Dωγ

γ = 0 или выполняется равенство ( 9 ), откуда сле-
дует утверждение теоремы. 

Теорема 3.Точка А тогда и только тогда является фокусом луча [А,eα] кон-
груэнции (А,eα), когда формы Пфаффа ωβ и ωγ линейно зависимы. 

Доказательство. Точка А является фокусом луча [А,eα] конгруэнции 
(А,eα) тогда и только тогда, когда Γ1βΓ2γ - Γ2βΓ1γ = 0 или ωβ ∧ ωγ = 0, а это и 
означает линейную зависимость форм ωβ и ωγ. 
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Под центропроективным многообразием понимается результат проективиза-
ции дифференцируемого многообразия, при которой касательные линейные 
пространства всех порядков превращаются в центропроективные пространства 
тех же размерностей. При этом различаются голономные и неголономные цен-
тропроективные многообразия, полученные из соответствующих дифференци-
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руемых многообразий и отличающиеся размерностями касательных пространств 
выше первого порядка. 

Рассмотрено подмногообразие центропроективного многообразия и главное 
расслоение, ассоциированное с ним. Расслоение содержит, в частности, подрас-
слоения касательных и нормальных линейных реперов. Способом Лаптева в ас-
социированном расслоении задана групповая связность, в том числе, касатель-
ная и нормальная линейные связности. Оснащение Картана и нормализация 
Нордена поверхности проективого пространства распространены на подмного-
образие. 

Доказано, что композиционное оснащение ( оснащение Картана и нормали-
зация 2-го рода Нордена) подмногообразия сводят к касательной и нормальной 
связностям групповую связность, называемую в этом случае композиционной. 
Показано, что плоскость Картана и нормаль 2-го рода абсолютно параллельны в 
композиционной связности. Линейные связности охарактеризованы геометриче-
ски с помощью центральных проекций плоскостей Картана и нормалей 2-го ро-
да. Введены новые оснащения, выяснены их роль и взаимоотношения. 

1. Центропроективные многообразия. Рассмотрим n-мерное многообразие 
Vn некоторого класса дифференцируемости. В любой точке А∈Vn имеются каса-
тельные векторные пространства Tr порядков r, причем их размерности при r>1 
для неголономного и голономного дифференцируемых многообразий различны 
[1]: DimTr=n(1+n+...+nr-1), dimTr= Cn r

r
+ -1. Наделяя векторные пространства Tr 

структурой аффинного пространства, дополняя их несобственными гиперплос-
костями и расширяя действия групп преобразований, произведем проективиза-
цию дифференцируемого многообразия Vn. В результате касательные простран-
ства Tr превратятся в центропроективные пространства Pr тех же размерностей, а 
дифференцируемое многообразие Vn станет центропроективным многообразием 
Wn [2]. 

Отнесем многообразие Wn к подвижному реперу {A, AI, AIJ, AIJK,...}, причем 
A∈Wn; A,AI∈P1=Pn; AIJ∈P2; AIJK∈P3;... Деривационные формулы репера имеют 
вид [2]: 

∂A=ω A+ω I AI (I,J,K,L=1,...,n),         (1) 
∂AI=ω AI+ω I

J AJ+ω I A+ω J AIJ, 

∂AIJ=ω AIJ+ω I
K AKJ+ω J

K AIK+ω I AJ+ω J AI+ω IJ
K AK+ω IJ A+ω K AIJK,..., (2) 

где ∂ − символ дифференцирования вдоль многообразия Wn, ω − некоторая ли-
нейная дифференциальная форма, ω I − базисные формы многообразия Wn, 
ω ω ω ωJ

I
I IJ

K
IJ, , , , ...− слоевые формы. Базисные и слоевые формы удовлетворяют 

структурным уравнениям [2]: 
Dω ω ωI J

J
I= ∧ , Dω ω ω ω ωJ

I
J
K

K
I K

JK
I= +∧ ∧ ,      (3) 

Dω I =ω I
J ∧ ω J +ω J ∧ ω IJ ,     (4) 

D ω ω ω ω ω ω ω ω ωJK
I

JK
L

L
I

LK
I

J
L

JL
I

K
L L

JKL
I= ∧ − ∧ − ∧ + ∧ ,  
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Dω IJ = ω IJ
K ∧ ω ω ω ω ω ω ωK IK J

K
KJ I

K K
IJK− ∧ − ∧ + ∧ ,..., 

где D − символ внешнего дифференцирования. Точки AIJ, AIJK,... и формы 
ω ω ω ωJK

I
IJ

I, , ,   JKL IJK ,... в голономном случае симметричны по нижним индексам, 
а в неголономном случае не симметричны, поэтому неголономная и голономная 
размерности, например, соприкасающегося пространства Р2 таковы: 
DimP2=n(1+n), dimP2= n

2 (n+3). 
2. Связности многообразия. Над многообразием Wn возникает главное рас-

слоение центропроективных реперов C(Wn) со структурными уравнениями (3,4), 
типовым слоем которого является центропроективная (коаффинная) группа 
C=GA*(n), действующая в касательном центропроективном пространстве Рn. 
Это расслоение содержит подрасслоение линейных реперов L(Wn) с уравнения-
ми (3), типовым слоем которого служит линейная группа L=GL(n)⊂C. Центро-
проективная связность в расслоении C(Wn) задается способом Лаптева [3] с по-
мощью форм Ω Γ Ω ΓJ

I
J
I

JK
I K

I IJ
J= − = −ω ω ω ω,  I , причем компоненты объекта 

связности Г={ΓJK
I , ГIJ} удовлетворяют дифференциальным соотношениям 

∇Γ + ≡ ∇Γ + + ≡JK
I

JK
I

IJ
K

K IJω ω ω0 0,  IJ Γ ,    (5) 

где символ ≡ означает сравнение по модулю базисных форм ω I , а дифференци-
альный оператор ∇ действует следующим образом: 

∇Γ = − − +JK
I

JK
I

JL
I

K
L

LK
I

J
L

JK
L

L
I∂Γ ω ω ωΓ Γ Γ . 

Объект центропроективной связности Г содержит подобъект ΓJK
I , задающий 

линейную связность в подрасслоении L(Wn). Объект Г охарактеризован [2] с по-
мощью параллельных переносов нормали 2-го рода многообразия Wn −подпро-
странства Nn-1: A∉Nn-1⊂Pn. Дадим характеристику подобъекту ΓJK

I  с помощью 
отображений нормалей Nn-1. Рассмотрим точки NI=AI+λIA. Подействуем на них 
оператором ∇: ∇NI≡ω NI+(∇λI+ω I )A. Совокупность точек NI инвариантна в 

фиксированной точке A∈Wn при условиях ∇λI+ω I =λIJω J . Продолжая эти урав-

нения, получим ∇λIJ−λKω ωIJ
K

IJ+ ≡0. Нормаль Nn-1=[NI]−натянута на точки NI, 
которые удовлетворяют уравнениям 

∇NI=ω NI+ω J NIJ (NIJ=AIJ+λIJA+λIAJ)     (6) 
Определение 1. Центропроективное многообразие Wn, на котором задано 

поле нормалей 2-го рода Nn-1, назовем полунормализованным многообразием 
Wn

0 . 
Точки NIJ удовлетворяют сравнениям 

∇NIJ≡ω NIJ+ω J NI+ω IJ
K NK, 

т.е. вместе с точками NI определяют продолженную нормаль N(n)=[NIJ,NI]: 
A∉N(n)⊂P2, Nn-1⊂N(n), DimN(n)=n2+n-1, dimN(n)= n

2 (n+3)-1. 

Введем формы линейной связности Ω J
I  в уравнения (6): 
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dNI=ω NI+Ω I
J NJ+ω J CIJ,      (7) 

где CIJ=NIJ+ΓIJ
K NK (∇CIJ≡ω CIJ+ω J NI). Возьмем точки EIJ=CIJ+λJNI (∇EIJ≡ω EIJ). 

На них натянута плоскость E(n)=[EIJ]: Nn-1⊕E(n)=N(n), DimE(n)=n2-1, dimE(n)= 
n
2 (n+1)-1. Уравнения (7) перепишем в виде: 

dNI=(ω -λJω J )NI+Ω I
J NJ+ω J EIJ.       (8) 

Определение 2. Плоскость Е(n) назовем порожденным линейной связностью 
дополнением нормали 2-го рода Nn-1 многообразия Wn

0  до продолженной нор-
мали N(n). Произвольную плоскость E , обладающую тем же свойством: 
Nn-1⊕E  =N(n), назовем просто дополнением нормали Nn-1. 

Теорема 1. Задание линейной связности в расслоении L( Wn
0 ) над полунор-

мализованным многообразием Wn
0  эквивалентно заданию поля дополнений 

нормалей 2-го рода Nn-1. 
Доказательство. Если даны нормализующий 2-го рода квазитензор λI и объ-

ект линейной связности ΓJK
I , то с их помощью строятся базисные точки допол-

нения E(n): EIJ=NIJ+( ΓIJ
K

I
K+ δ λJ)NK. Обратно, рассмотрим точки E IJ=NIJ+µ IJ

K NK. 
Применяя оператор ∇, найдем 

∇E  IJ≡ω E  IJ+(∇µ IJ
K +ω δ ωIJ

K
I
K

J+ )NK. 
При выполнении сравнений ∇ µ IJ

K +ω δ ωIJ
K

I
K

J+ ≡0 на точки E IJ натянута плоскость 
E , т.е. задание поля плоскостей E  эквивалентно заданию поля квазитензора 
µ IJ

K . Сопоставляя разложения точек EIJ и E IJ, получим ΓIJ
K

IJ
K

I
K= −µ δ λJ. 

Теорема 2. Линейная связность полунормализованного многообразия Wn
0  

характеризуется внутри продолженной нормали N(n) проекцией смежной нор-
мали 2-го рода Nn-1+∂Nn-1 на исходную нормаль Nn-1 из центра 
E(n)−порожденного линейной связностью дополнения нормали Nn-1. В символи-
ческой записи 

ΓJK
I : Nn-1+∂Nn-1

E n( ) → Nn-1. 
Доказательство следует из формулы (8). 
3. Подмногообразие. Пусть в многообразии Wn дано подмногообразие Wm. 

Разобьем значения индексов: I=(i,a); i,j,k=1,...m; a,b,c=m+1,...,n. Дифференциаль-
ные уравнения подмногообразия Wm⊂Wn запишем в виде: 

ω ωa
i
a i= Λ .       (9) 

Продолжая их, найдем 
∇Λ − + = =i

a
j

a
i
b

b
j

i
a

ij
a jΛ Λ Λ Λω ω ω    ( [ij]

a 0) ,    (10) 
где дифференциальный оператор ∇ действует так: 

∇Λ = − +i
a

i
a

j
a

i
j

i
b

b
adΛ Λ Λω ω ∂     (d = Wn

) . 
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Уравнение (1) для точки A∈Wm,смещающейся вдоль подмногообразия Wm, 
принимает вид dA=ω A+ω i Bi (Bi=Ai+ Λ i

a Aa). Точки Bi удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям 

∇Bi=ω Bi+ Λ i
a

a
jω Bj+(ω ωi i

a
a+ Λ )A+ω j Bij,    (11) 

где 
Bij=Aij+ Λ ij

a Aa+ Λ j
a Aia+ Λ i

a (Aaj+ Λ j
b Aab).           (12) 

Совокупность точек A,Bi определяет касательное подпространство Pm=[A,Bi]⊂Pn 
к подмногообразию Wm в точке А. 

Произведем частичную канонизацию подвижного репера {A, Ai, Aa} каса-
тельного пространства Pn, помещая точки Ai в касательное подпространство Pm. 
Тогда Λ i

a =0, Bi=Ai и соотношения (9-12) упрощаются 
ω a =0, ω ωi

a
ij
a j= Λ ;  

    ∇Bi=ω Bi+ω i A+ω jBij (Bij=Aij+ Λ ij
a Aa).     

(13) 

Продолжая вторую подсистему системы (13), найдем ∇ Λ ij
a +ω ij

a ≡0, где знак 

≡ теперь означает сравнение по модулю базисных форм ω i  подмногообразия 
Wm. Точки Bij удовлетворяют сравнениям 

∇Bij≡ω Bij+ω i Aj+ω j Ai+θ ij
k Ak+θ ij A, 

где θ ij
k =ω ωij

k
ij
a

a
k+ Λ , θ ij =ω ωij ij

a
a+ Λ . Совокупность точек A, Ai, Bij определяет 

соприкасающееся подпространство P(m) к подмногообразию Wm в точке А, при-
чем DimP(m)=m(m+1), dimP(m)= m

2 (m+3). 
4. Прикасающиеся пространства. Из деривационных формул (2) с учетом 

уравнений (13) подмногообразия Wn следует: 
∇Aij≡ω Aij+ω i Aj+ω j Ai+ω ij

k Ak+ω ij
a Aa+ω ij A, 

∇Aai≡ω Aai+ω a
j Aji+ω a Ai+ω i Aa+ω ai

j Aj+ω ai
b Ab+ω ai A, 

∇Aia≡ω Aia+ω a
j Aij+ω a Ai+ω i Aa+ω ia

j Aj+ω ia
b Ab+ω ia A. 

Значит, инвариантны совокупности точек {A, Ai, Aa, Aij}, {A, Ai, Aa, Aij,Aai}, 
{A, Ai, Aa, Aij,Aia},{A, Ai, Aa, Aij, Aai, Aia}, определяющие четыре подпростран-
ства, которые обозначим X,Y,Y*,Z соответственно. В неголономном случае име-
ем: 

A∈Pm 
P

P m
n

( )
 X 

Y
Y *

 Z⊂ P2=P(n), 

Pn ∩P(m)=Pm, Pn+P(m)=X, Y∩Y*=X, Y+Y*=Z, 
DimX=n+m2, DimY=DimY*=n(m+1), DimZ=n+m(2n-m). 

В голономном случае таблица включений упрощается, т.к. X⊂Y=Y*=Z, причем 
dimX=n+ m

2 (m+1), dimY=n+ m
2 (2n-m+1). 
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Выясним геометрическую характеристику подпространств Y,Y*, через кото-
рые выражаются подпространства X,Z. Предварительно найдем 2-ой дифферен-
циал точки А∈Wn вдоль многообразия Wn: 

∂2A=∂(ω A+ω I AI)=(∂ω I +2ω ω I +ω ωJ
J
I )AI+ 

+(∂ω +ω 2+ω ωI
I )A+ω ωI J AIJ∈P(n)=[Pn+∂Pn]. 

Соприкасающееся пространство P(n) является линейной оболочкой множества 
пространств Pn+∂Pn, смежных с касательным пространством Pn вдоль многообра-
зия Wn. Аналогично, для подмногообразия Wm: 

d2A=d(ω A+ω i Ai)=(d ω i +2ω ω i +ω ωj j
i )Ai+ 

+(dω +ω 2+ω ωi i )A+ω ωi j Aij∈P(m)=[Pm+dPm]. 
Соприкасающееся подпространство P(m) есть оболочка пространств Pm+dPm, 
смежных с касательным подпространством Pm вдоль подмногообразия Wm. 

Для смещений 2-го порядка возможны еще два варианта. Во-первых, 
d(∂A)=d(ω A+ω i Ai+ω a Aa)=(dω +ω 2+ω ωi i +ω ωa

a )A+ω i (ω j Bij+ω a Aai)+ 

+(d ω i +ω ωj j
i +2ω ω i +ω ωa

a
i )Ai+(dω a +ω ωb

b
a +ω ω a )Aa∈Y=[Pn+dPn]. 

Подпространство Y является линейной оболочкой пространств Pn+dPn, смежных 
к касательному пространству Pn вдоль подмногообразия Wm. Во-вторых, 

∂(dA)=∂(ω A+ω i Ai)=(∂ω +ω 2+ω ωi i )A+(∂ω i +ω ωj j
i +2ω ω i )Ai+ 

+(ω ω a +ω ωi i
a )Aa+ω i (ω j Aij+ω a Aia) ∈Y*=[Pm+∂Pm]. 

Подпространство Y* есть оболочка подпространств Pm+∂Pm, смежных к каса-
тельному подпространству Pm вдоль многообразия Wn. 

Определение 3. Подпространства X,Y,Y*,Z назовем прикасающимися под-
пространствами подмногообразия Wm центропроективного многообразия Wn в 
точке А∈Wm. 

Замечание. 1)Прикасающиеся подпространства подмногообразия дифферен-
цируемого многообразия характеризуются аналогично [4]. 

5. Ассоциированное расслоение. Структурные уравнения (3,4) с учетом 
дифференциальных уравнений (13) подмногообразия Wm принимают вид: 

Dω ω ωi j
j
i= ∧ ,      (14) 

Dω ω ω ω θj
i

j
k

k
i k

jk
i= ∧ + ∧ ,             (15) 

Dω ω ω ω θi i
j

j
j

ij= ∧ + ∧ ,            (16) 
Dω ω ω ω θb

a
b
c

c
a i

bi
a= ∧ + ∧  (θ ω ωbi

a
bi
a

ij
a

b
j= − Λ ),    (17) 

Dω ω ω ω ω ω ωa
i

a
j

j
i

a
b

b
i j

aj
i= ∧ + ∧ + ∧ ,        (18) 

Dω ω ω ω ω ω ωa a
b

b a
i

i
i

ai= ∧ + ∧ + ∧ .        (19) 
Расслоение центропроективных реперов C(Wn) сократилось до главного рас-

слоения G(Wm), базой которого является подмногообразие Wm, а типовым слоем 
служит [n(n+1)-m(n-m)]-членная подгруппа стационарности G⊂C центрирован-
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ного касательного подпространства Pm в касательном пространстве Pn. Расслое-
ние G(Wm) содержит четыре главных подрасслоения над той же базой Wm со 
следующими структурными уравнениями: 

а) (14,15) - расслоение касательных линейных реперов L
m2 (Wm), типовой 

слой− линейная группа L
m2 =GL(m)⊂G, действующая неэффективно в (m-1)- 

мерном проективном пространстве направлений касательного подпространства 
Pm; 

б) (14,17) − расслоение нормальных линейных реперов L
n m( )− 2 (Wm), типовой 

слой − линейная фактор-группа L
n m( )− 2 =GL(n-m), действующая неэффективно в 

фактор-пространстве P Pn m , являющимся (n-m-1)-мерным проективным про-
странством; 

в) (14-16) − расслоение центропроективных реперов Cm(m+1)(Wm), типовой 
слой − центропроективная (коаффинная) группа 
Cm(m+1)=GA*(m): L

m2 ⊂GA*(m)⊂G, действующая в касательном подпространстве 
Pm; 

г) (14,15,17,18) − расслоение H(Wm), ассоциированное с соответствующим 
подмногообразием Vm дифференцируемого многообразия Vn [4], типовой слой 
−(m2-mn+n2)-членная подгруппа стационарности H⊂G подпространства Tm в 
пространстве Tn. 

Групповая связность в главном расслоении G(Wm)со структурными уравне-
ниями (14-19) задается по Лаптеву с помощью форм 

Ω Πj
i

j
i

jk
i k= −ω ω , Ω Πi i ij

j= −ω ω , Ω Πb
a

b
a

bi
a i= −ω ω ,  

Ω Πa
i

a
i

aj
i j= −ω ω , Ω Πa a ai

i= −ω ω ,     
(20)

 
причем компоненты объекта связности П={ Π Π Π Π Πjk

i
ij bi

a
aj
i

ai, , , , } удовлетворяют 
сравнениям: 

∇Π + ≡ ∇Π + + ≡ ∇Π + ≡
∇Π − + + ≡ ∇Π + + − + ≡

jk
i

jk
i

ij
k

k ij bi
a

aj
i

kj
i

a
k

aj
b

b
i

aj
i

ai
j

j ai
b

b ji a
j

ai

θ ω θ θ
ω ω ω ω ω ω ω

0 0 0
0 0

, , ,
, .

  
 

ij bi
a

ai

Π
Π Π Π Π Π

 (21) 

Объект групповой связности П содержит четыре подобъекта, задающие 
связности в указанных подрасслоениях: объекты касательной и нормальной ли-
нейных связностей Π jk

i  и Π bi
a , объект коаффинной (центропроективной) связно-

сти { Π Πjk
i

ij, } и подобъект групповой связности { Π Π Πjk
i

bi
a

aj
i, , } для ассоцииро-

ванного подрасслоения Н(Wm). 
Определение 4. Групповую связность ассоциированного расслоения G(Wm) 

назовем G-связностью, а связность подрасслоениия Н(Wm) − Н-связностью. 
Замечания. 2) Объект П можно получить из объекта Г, ограничивая сравне-

ния (5) на подмногообразие Wm, расписывая их подробно для существенных на 
Wm компонент Γ Γ Γ Γ Γ Γjk

i
ij bi

a
aj
i

ai ij
a, , , ,  и ,производя отождествление Γ Λij

a
ij
a=  и пе-

реобозначая коренную букву остальных компонент с Г на П. 
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3) Расслоение, ассоциированное с m-поверхностью Xm проективного n-
пространства, рассматриваемой как многообразие касательных плоскостей, есть 
частный случай расслоения G(Wm), а G-связность − непосредственное обобще-
ние связности в расслоении, ассоциированном с поверхностью Xm[5]. 

6. Классические оснащения. Распространим классические оснащения по-
верхности Xm проективного n-пространства на подмногообразие Wm⊂Wn. 

Определение 5. Оснащением Картана [6] подмногообразия Wm назовем при-
соединение к каждой его точке плоскости Cn-m-1:Pm⊕Cn-m-1=Pn.. 

Плоскость Cn-m-1 зададим точками Ca=Aa+ λ a
i

iA +λaA. Применим к ним опера-
тор ∇: 

∇ ≡ + ∇λ + + ∇λ + +C C A Aa a a
i

a
i

i a a
i

i aω ω λ ω ω( ) ( ) , 
откуда получим уравнения 

∇λ + =a
i

a
i

aj
i jω λ ω ,      (22) 

∇λ + + =a a
i

i a ai
iλ ω ω λ ω .         (23) 

Продолжая их, найдем 
∇λ − + + ≡aj

i
b
i

aj
b

a
k

kj
i

aj
iλ θ λ θ ω 0 ,     (24) 

∇λ − + + + ≡ai b ai
b

a
j

ji ai
j

j aiλ θ λ θ λ ω ω 0 .         (25) 
Определение 6. Нормализацией Нордена [7] подмногообразия Wm назовем 

поле двух плоскостей на нем, а именно, нормали 1-го рода Nn-m: Pm∩Nn-m=A, 
Pm+Nn-m=Pn и нормали 2-го рода Nm-1:A∉Nm-1⊂Pm. Поле нормалей 1-го(2-го) рода 
называется нормализацией 1-го(2-го) рода. 

Подобъект λ a
i  оснащающего по Картану квазитензора {λ λa

i
a, } задает нор-

маль 1-го рода Nn-m=[A,Aa+λ a
i Ai]. Плоскость Nm-1 определим точками 

Ni=Ai+λ i A. Применим к ним оператор ∇: ∇Ni≡ω Ni+(∇λ ωi i+ )A, откуда 
∇λ + =i i ij

jω λ ω .            (26) 
Продолжая эти уравнения, найдем 

∇λ − + ≡ij k ij
k

ijλ θ θ 0 .     (27) 
Òåîðåìà 3. Íîðìàëèçàöèÿ 1-ãî ðîäà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Wm ñâîäèò Í-ñâÿçíîñòü ê 

êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíîé ëèíåéíûì ñâÿçíîñòÿì. 
Äîêàçàòåëüñòâî äàåòñÿ ôîðìóëîé 

Π Π Πaj
i

aj
i

b
i

aj
b

a
k

kj
i= + −λ λ λ ,       (28) 

ïðîâåðÿåìîé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (21,22,24). 
Òåîðåìà 4. Íîðìàëèçàöèÿ 2-ãî ðîäà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Wm ñâîäèò êîàôôèííóþ ñâÿçíîñòü ê 

êàñàòåëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. 
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû 

Π Πij ij k ij
k= +λ λ ,      (29) 

ïðîâåðÿåìîé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (21,26,27). 
Òåîðåìà 5. Îñíàùåíèå Êàðòàíà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Wm ñâîäèò G-ñâÿçíîñòü ê êîàôôèííîé è 

íîðìàëüíîé ëèíåéíой ñâÿçíîñòÿì. 
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Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (28) è ñëåäóþùåé 
Π Π Πai ai b ai

b
a
j

ji= + −λ λ λ ,          (30) 
проверяемой с помощью соотношений (21-23,25,28). 

Следствие (Т.4,Т.5). Композиционное оснащение [8] подмногообразия Wm 
(оснащение Картана и нормализация 2-го рода) сводит G-связность к касатель-
ной и нормальной линейным связностям. 

Определение 7. Если G-связность порождена по формулам (28-30) двумя 
линейными связностями с помощью композиционного оснащения, задаваемого 
полем квазитензора λ={ λ λ λa

i
a i, , }, то назовем ее композиционной G-связностью 

или CG-связностью. 
Вводя в уравнения (22,23,26) формы G-связности (20), получим 

∆λ ∆λ ∆λa
i

a j
i j

a a i
i

i i j
j= = =λ ω λ ω λ ω, , , где ковариантные дифференциалы и 

ковариантные производные компонент композиционно оснащающего квазитен-
зора λ относительно G-связности имеют вид: 

∆λ Ω Ω Ω ∆λ Ω Ω Ωa
i

a
i

b
i

a
b

a
j

j
i

a
i

a a b a
b

a
i

i ad d= − + + = − + +λ λ λ λ λ λ, ,  

∆λ Ω Ω Π Π Πi i j i
j

i a j
i

aj
i

b
i

aj
b

a
k

kj
i

aj
id= − + = + − −λ λ λ λ λ λ; ,  

λ λ λ λ λ λ λa i ai b ai
b

a
j

ji ai i j ij k ij
k

ij= + − − = + −Π Π Π Π Π, .  

Равенства λ λ λa j
i = = =0 0 0, ,  a i i j  дают формулы (28-30). 

Теорема 6. Поле композиционно оснащающего квазитензора λ абсолютно 
параллельно в композиционной G-связности. Иначе говоря, плоскость Картана 
Cn-m-1 и нормаль 2-го рода Nm-1, соответствующие любой точке А∈Wm, перено-
сятся параллельно относительно CG-связности вдоль произвольной кривой под-
многообразия Wm,проходящей через точку А. 

Замечания. 4) Нормализация подмногообразия Wm сводит Н-связность и ко-
аффинную связность к линейным подсвязностям, но всю G-связность свести с ее 
помощью к подсвязностям не удаеться. Это позволяет сделать лишь более силь-
ное композиционное оснащение. Нормализация Нордена поверхности Xm дает 
возможность не только свести соответствующую связность к линейным под-
связностям, но и задать последние [5,9,10]. 

5) На поверхности Xm компоненты композиционно оснащающего квазитен-
зора λ удовлетворяют тем же уравнениям (22,23,26), их продолжения (24,25,27) 
имеют более простой вид, формулы (28-30) сохраняются [9,10]. Ковариантный 
дифференциал и ковариантные производные квазитензора λ имеют тот же вид, 
поэтому вдоль линии подмногообразия Wm можно осуществлять разнообразные 
параллельные перенесения [9,11,12]. 

7. Линейные связности как отображения. Нормаль 2-го рода Nm-1 натянута 
на точки Ni, удовлетворяющие дифференциальным уравнениям 

∇ = +N N Ni i
j

ijω ω  (Nij=Bij+λijA+λiAj)    (31) 
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Точки Nij удовлетворяют сравнениям∇ ≡ + +N N N Nij ij j i ij
k

kω ω θ  и определя-
ют вместе с точками Ni пpодолженную нормаль 2-го рода N(m)=[Nij,Ni] подмно-
гообразия Wm: Nm-1⊂N(m), A∉N(m)⊂X, DimN(m)=m2+m-1, dimN(m)= m

2 (m+3)-1. 

Введем в уравнения (31) формы касательной линейной связности Ω i
j : 

dNi=ωNi+Ω i
j Nj+ωjCij,         (32) 

где Cij=Nij+ Π ij
k Nk. Точки Cij удовлетворяют сравнениям ∇Сij≡ωCij+ωjNi. Возьмем 

точки Eij=Cij+λjNi (∇Eij≡ωEij).Они задают плоскость E(m)=[Eij]−порожденное ка-
сательной линейной связностью дополнение нормали 2-го рода Nm-1 до продол-
женной нормали N(m): Nm-1⊕E(m)=N(m),DimE(m)=m2-1, dimE(m)= m

2 (m+1)-1. 
Уравнения (32) запишем в виде: 

dNi=(ω-λjωj)Ni+Ω i
j Nj+ωjEij. 

Теорема 7. Касательная линейная связность эквивалентна заданию поля до-
полнений E(m) нормалей 2-го рода Nm-1 и характеризуется внутри прдолженной 
нормали N(m) с помощью центральной прoекции 

Π jk
i : Nm-1+dNm-1

E m( ) → Nm-1. 
Плоскость Картана Cn-m-1 натянута на точки Ca, которые удовлетворяют 

дифференциальным уравнениям 
∇Ca=ωCa+ωiCai,      (33) 

где Cai=Aai+ λ ai
j Aj+ λ a

j Bji+λaiA+λaAi. Эти точки удовлетворяют сравнениям 
∇Cai≡ωCai+ωiCa+θai

b Cb, т.е. определяется продолженная плоскость Картана 
С=[Cai,Ca]: Cn-m-1⊂C⊂Y, DimC=dimC=(m+1)(n-m)-1. 

Введем формы нормальной линейной связности Ωa
b  в уравнения (33): 

dCa=ωCa+Ωa
b Cb+ωiBai,          (34) 

где Bai=Cai+ Πai
b Cb (∇Bai≡ωBai+ωiCa). Возьмем точки Kai=Bai+λiCa (∇Kai≡ωKai), за-

дающие порожденное нормальной связностью дополнение плоскости Картана 
Cn-m-1 до ее продолжения С− пространство K=[Kai]:Cn-m-1⊕K=C,DimK=dimK=m(n-
m)-1. Уравнения (34) запишем в виде: 

dCa=(ω-λiωi)Ca+Ωa
b Cb+ωiKai. 

Теорема 8. Нормальная линейная связность эквивалентна заданию поля до-
полнений К плоскостей Картана и характеризуется внутри продолженной плос-
кости Картана С центральной проекцией 

Π bi
a : Cn-m-1+dCn-m-1

K → Cn-m-1. 
Замечание. 6)Плоскости E(m) и К, характеризующие касательную и нор-

мальную связности, сами определяются с помощью объектов Π Πjk
i

bi
a u  соответ-

ственно. Значит, для окончательной интерпретации линейных связностей объек-
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ты Π Πjk
i

bi
a u  нужно охватить внутренним образом или с помощью других осна-

щений. 
8. Новые оснащения. Рассмотрим точки Fij=Bij+µ ij

k Ak+µijA. Применим опе-
ратор ∇: 

∇Fij≡ωFij+(∇ µ ij
k +δ i

k ωj+δ j
k ωi+θ ij

k )Ak+(∇µij+µ ij
k ωk+θ ij)A. 

Если выполняются сравнения 
∇ µ ij

k +δ i
k ωj+δ j

k ωi+θ ij
k ≡0,      (35) 

∇µij+µ ij
k ωk+θ ij≡0,          (36) 

то задано дополнение касательного подпространства Pm до соприкасающегося 
подпространства P(m) - плоскость F=[Fij]: Pm⊕F=P(m), DimF=m2-1, 
dimF= m

2 (m+1)-1. 

Теорема 9. F-оснащение полунормализованного подмногообразия Wm
0  экви-

валентно заданию коаффинной связности. 
Доказательство следует из формул 

Π Πij
k

ij
k

i
k

j j
k

i ij i j= − − = −µ δ λ δ λ µ λ λ, , ij     (37) 
проверяемых с помощью соотношений (21,26,35,36). 

F-оснащение подмногообразия Wm задается полем объекта {µ µij
k

ij, }, содер-

жащим подобъект µ ij
k , который определяет дополнение нормали 2-го рода Nm-1 

до соприкасающегося подпостранства P(m) − плоскость F =[Fij,A]: Nm-1⊕ F  
=P(m), Dim F  =m2, dim F  = m

2 (m+1). 
Следствие (Т.9). F  -оснащение полунормализованного подмногообразия 

Wm
0  эквивалентно заданию касательной линейной связности. 
Возьмем точки Lai=Aai+µai

b Ab и применим оператор ∇: 
∇Lai≡ωLai+ω δ ω ω µ ωa

j
ji i

j
a ai

j
ai
b

b
jB + + +( )Aj+(∇µ + +ai

b
a
b

i ai
bδ ω θ )Ab+( µ ω ωai

b
b ai+ )A. 

Если справедливы сравнения 
∇µ + + ≡ai

b
a
b

i ai
bδ ω θ 0,             (38) 

то определяется плоскость L=[Lai, Bij, Ai, A]: 
P(m)⊂L⊂Y, DimL=m(n+1), dimL= m

2 (2n-m+3). 

Теорема 10. L-оснащение полунормализованного подмногообразия Wm
0  ин-

дуцирует нормальную линейную связность. 
Доказательство вытекает из формулы 

Πai
b

ai
b

a
b

i= −µ δ λ ,         (39) 
проверяемой с помощью соотношений (21,26,38). 

Теорема 11. Подпространства E(m) u F совпадают тогда и только тогда, ко-
гда коаффинная связность полунормализованного подмногообразия Wm

0  
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èíäóöèðîâàíà F-îñíàùåíèåì è ñâåäåíà ê êàñàòåëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñ ïîìîùüþ 
ïðîäîëæåíèÿ íîðìàëèçàöèè 2-ãî ðîäà. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ E(m)=F âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå 
âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ Eij=Fij, èç êîòîðûõ ñëåäóåò 

µ δ λ δ λ µ λ λ λ λij
k

ij
k

i
k

j j
k

i ij i j ij
k

k= + + = + +Π Π, . ij  
Ýòî ôîðìóëû (37) ïðè óñëîâèÿõ (29). 

Òåîðåìà 12. Ïîäïðîñòðàíñòâî Ê ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
íîðìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü èíäóöèðîâàíà L-îñíàùåíèåì ïîëóíîðìàëèçîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Wm

0 . 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæåíèÿ òî÷åê Kai ïðåîáðàçóåì ê âèäó: 

Kai=Lai+ λ ai
j Aj+ λ a

j Bji+λaiA+λaAi+( Πai
b

a
b

i ai
b+ −δ λ µ )Ab+( Πai

b
a
b

i+ δ λ )( λ λb
j

j bA + A). 
Òî÷êè Kai ðàçëàãàþòñÿ ïî áàçèñíûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà L ëèøü ïðè óñëîâèÿõ (39). 
Òîãäà Ê⊂L. 
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EQUIPMENTS OF SUBMANIFOLDS OF HOLONOMIC AND 

NONHOLONOMIC CENTROPROJECTIVE MANIFOLDS 
 
A centroprojective manifold is understood as the result of a projectivisation of a 

differentiable manifold, by which tangent linear spaces of all orders turn into centro-
projective spaces of the same dimensions. In this case differ holonomic and nonho-
lonomic centroprojective manifolds, obtained from the corresponding differentiable 
manifolds and differing by dimensions of tangent spaces of higher than the first order. 

A submanifold of the centroprojective manifold and a principal fibering associated 
with it is considered. The fibering contains, in particular, subfibering of tangent and 
normal linear frames. Using Laptev′s method a group-connection is given in the asso-
ciated fibering, including tangent and normal linear connections. Cartan′s equipment 
and Norden′s normalization of a surface of a projective space are spreading on the 
submanifold. 

It is proved, that a composition equipment (i.e. Cartan′s equipment and Norden′s 
second genus normalization) of a submanifold reduces group connection, called in this 
case composite, to tangent and normal connections. It is shown, that Cartan′s plane 
and a normal of the second genus are absolutely parallel in the composition connec-
tion. Linear connections are characterized geometrically with the help of central pro-
jections of Cartan′s planes and normals of the second genus. New equipments are in-
troduced, and explained their role and mutual relations. 
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Работа является продолжением исследований теории регулярных гиперпо-

лосных распределений аффинного пространства [1], [2], которые названы нами 

H-распределениями [2]. Вводятся обобщённые связности Г и Г
∧

 соответственно 
на оснащающем Н-распределении (§1) и базисном М-распределении (§2), инду-
цированные соответственно полями инвариантных нормалей 1-го рода Н-
распределения и М-распределения. Приведены охваты объектов кривизны и 

кручения связностей Г и Г
∧

. С помощью тензоров деформаций { γ ρ
σ

K }, { γ
∧

jK

i

}, 


