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ABOUT INTERNAL CURVATURES OF THE 1ST AND 2ND TYPES 
ON THE PLANES DISTRIBUTION 

 

In many-dimensional projective space the planes distribution is 
considered. Internal composite clothing of the planes distribution is 
made. It is proved, that this clothing induces in the principal fiber 
bundle internal curvatures of the 1st and 2nd types. 
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ОБОБЩЕНИЕ ВНЕШНЕГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
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Рассмотрено обобщение внешнего дифференциала 

и приведены некоторые его свойства. 
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внешнего дифференциала, скобка векторных полей. 

 
Рассмотрим дифференциальную p-форму 

 
p

p

ii
i...i

p
dx...dxa  1

1
 p

p

i...i
i...i

def

dxa 1
1

 , 

где )x,x(aa j
i...ii...i pp


11

 , причем индексы принимают сле-

дующие значения: 

 n,j,i,,...i p1 1 , sn,n  1 , 11 ssn,sn  . 
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Исходя из отображения  *Tω  :D p
p

   *TD 1p
p

 , по-

строим отображение fD , ставящее p-форме 
p
  в соответствие 

(p+1)-форму 
p

fD   по закону 

 

p
j

j

pp

f dx
x

f
pDD  



 ,  (1) 

где )x,x,x(ff i  . Будем называть функцию f виртуаль-

ной, а отображение fD  — обобщенным внешним дифферен-

циалом. 
Для 1-формы i

idxa  справедливо равенство 

 ji
ijf dxdxxDD   , fax ijij  . 

С учетом выражения для внешнего дифференциала  
p

D  формула (1) принимает вид: 

 p
ppp

i...i
i...i

j
ji...ii...ij

p

f dx)dxadx)fpaa((D 1
111

 
 , 

где используется обозначение 
jj

x

a
a




 . 

Рассмотрим свойства отображения fD : 

10. 
p

f

p

f

pp

f DD)(D   . 

20. dgDggD f  , )x,g(xg i  . 

30. .Dgdg)g(D
p

f

pp

f    

40. 
q

f

p
p

qp

f

qp

f D)()D()(D   1 . 

50. Если 
 dxa , то 

 dxadDD f  . 

60. Если dg , )x,x(gg i  , то ji
jif dxdx

x

g

x

f
D 







 . 
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70. Если ij
i dx)x,x(a   , то ji

ijf dxdxD 2 . 

Доказательства. 
10. В силу (1) имеем 

 



 )(dx
x

f
p)(D)(D
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
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p
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f
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


 . 

20. Свойство очевидно. 

30. 



 )g(dx
x

f
p)D(g)g(D

p
j

j

pp

f   

 
p

f
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j
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Dgdg)dx

x

f
pggD(dg  



 . 

40. В силу свойств внешнего дифференциала получаем 

 



 )(dx
x

f
)qp()(D)(D
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j

j

qpqp
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
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50. Свойство очевидно. 
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70.   


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
 




  i
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dxdaDDDD2  
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 



 )dx
x

f
(D)dx(Ddadx)da(D i

if
i

fi
i

if  

 



 f
i

i
Ddx

x

f ji
ji

k
k
i

j
dxdxa)

x

f
(ddx

x

a

x

f



















= 

 ji
ij dxdx  , где ji

k
k
i

jij a)
x

f
(ddx

x

a

x

f











 . 

Если 
 dxa , то свойство 70 записывается следующим об-

разом: 

 2
fD ji

ij dxdx  ,  dx
x

a

x

f
jiij







 . 

Известно, что для внешнего дифференциала D, формы 

Пфаффа ij
i dx)x,x(a    и векторных полей i

iXX  , 

i
iYY  , где 

ii
x


 , справедлива формула (см., например, 

[1, с. 36, 43]) 

 ])Y,X([)X()Y()Y,X)(D( YX   . 

Для обобщенного внешнего дифференциала fD  аналогичная 

формула имеет вид: 

   ])Y,X([)X()Y()Y,X)(D( YXf   

 )Y,X(alt)]X()Y(df[
ii


  ,  (2) 

где 

 
  XXX i

i , 
 YYY j

j , )x,x,x(ff i  . 

Для доказательства предварительно запишем скобку ]Y,X[   в 
координатах 

   XY]Y,X[ YX  

  i
iii

j
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j
j )XYYXXYYX( 




  

 






  )XYYXXYYX( i

i
i

i . 
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Рассмотрим левую часть формулы (2): 
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x

a
(  iii XYYX

x
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





. 

Рассмотрим правую часть формулы (2): 

   ])Y,X([)X()Y( YX  )Y,X(alt)]X()Y(df[
ii


  = 

   )Xa()Ya( i
iY

i
iX  

   iii
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j
i XYYXXYYXa 
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
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   )Y,X(altl
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i

i
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i
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
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   j
j

i
i

j
j

i
i YafXXafY  

 











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jiiji
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i YX)a

x

f
a

x

f

x

a

x

a
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




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Получили равные выражения, что доказывает формулу (2). 
Приведем более короткое доказательство формулы (2). По-

скольку справедливы равенства 

  



 j
jf dx

x

f
DD ,  
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 )X(dxa)X(dxa)XX(dxa)X( i
ij

ji
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ji
i 




  

  )X(Xa)X(dxa i
ij

ji
i  ,  

 )XYYX(a])Y,X([])Y,X([ ii
i 




  , 

то 
  )Y,X)(D( f  ( )Y,X(D )XYYX(a ii

i 



  )+ 

+ )Y,X(fdx j
j     ])Y,X([)X()Y( YX   

 )Y,X(alt)]XY()Y(df[
ii


  . Чтд. 

Для 2-формы 
2
  и внешнего дифференциала D справедли-

ва формула 

  )Y,X()Z,X()Z,Y()Z,Y,X)(D( ZYX

2222
  

 )X],Z,Y([)Y],Z,X([)Z],Y,X([
222
  . 

В нашем случае для оператора Df и 2-формы 

 jik
ij dxdx)x,x(a  

2
 

имеем 
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


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2
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Выражение для дифференциала 
2
fD  имеет вид 
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2   i
if fdxDD . 

Следовательно, 
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2
i

i2 fdx ( X ,Y ,Z )        )Y,X()Z,X()Z,Y( ZYX
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222
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


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РЕГУЛЯРНЫЕ ГИПЕРПОЛОСЫ РНM 
ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Дано задание гиперполосы рНm в репере 1-го по-

рядка, и доказана теорема существования. Построен 
двойственный образ гиперполосы рНm. 
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