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by consideration of subclasses of varieties of quadrics with special 
properties of the associated images. Characteristic and focal varie-
ties of quadrics, being forming elements of subclasses of complexes 
of central quadrics with variety of the centres degenerating in a 
surface are vectorially characterized. It is constructed unintegral 

representation of a special subclass of complexes 32K . 

 

 

УДК 514.76 

 

В.C. Малаховский 

(Калининградский государственный университет) 

 

О ГОЛОНОМНОСТИ РАССЛОЕНИЯ РЕПЕРОВ 

НА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОМ МНОГООБРАЗИИ 

 
На n-мерном дифференцируемом многообразии Мn 

класса 
C  исследуется расслоение 

pH (Мn) реперов 
p
xr  

порядка p2. Установлена голономность расслоений 

реперов произвольного порядка p, а следовательно, и 

голономность линейных дифференциальных групп 
p
nD  

(p2). Cформулированы принципы корректного при-

менения метода внешних форм и подвижного репера в 

дифференциальной геометрии и проанализированы 

принципиальные ошибки некоторых работ, выполнен-

ных с нарушением этих принципов. 

 

§1. Голономность линейной 

дифференциальной группы 
2
nD  второго порядка 

 

Рассмотрим n-мерное дифференцируемое многообразие Мn 

класса С со структурными базовыми 1-формами i и слое-

выми 1-формами  (i, j, k, s= n,1 ; N,1n,,  ). Система N 

пфаффовых форм 
 ,i

 – линейно независима (см. [2, с. 24]): 
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 0...... N1nn21   ,  (1.1) 

Теорема 1.1. Если квадратичные формы 

 



  ,i

j
j,i

kj
jk,ii cba   (1.2) 

удовлетворяют условию 

 i
i  =0,  (1.3) 

то 

 ,ij
j

i    (1.4) 

где альтернированные формы Пфаффа 

 [ij]=
2

1 (ij – ji)  (1.5) 

являются линейными комбинациями только базовых форм i. 
Доказательство. Подставляя (1.2) в (1.3), получим: 

0cba i
,i

ji
j,i

kji
jk,i  




 . (1.6) 

В силу линейной независимости форм Пфаффа i  аль-
тернированные коэффициенты кубичной внешней формы (1.6) 
равны нулю: 

 a [i,jk]=0, b [i,j],=0, c i,[,]=0.  (1.7) 

Учитывая (1.7) в (1.2), приводим квадратичные формы i к 
виду: 

 ij
jj

j,i
kj

jk,ii ba  
 ,  (1.8) 

где  

 ij=ai,jk
k+bi,j

.  (1.9) 

Из (1.9), (1.7) следует, что 

 ,h)aa(
2

1 k
k,ij

k
ik,jjk,i]ij[    (1.10) 

где 

 hij,k=a[i,j]k=
2

1
(ai,jk – aj,ik).  (1.11) 
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Из (1.11) следует: 

 .0hh k,jik,ij    (1.12) 

Теорема 1.2. Дифференциальная группа 
2
nD , порожденная 

расслоением Н2(Мn) реперов 
2
xr  второго порядка, голономна. 

Доказательство. Дифференцируя внешним образом урав-

нения структуры 

 dk=i
k
i   (1.13) 

многообразия Mn, где 
k
i  – слоевые формы первого порядка, 

т. е. 1-формы расслоения H1(Mn), находим: 

 i(d k
j

j
i

k
i  )=0.  (1.14) 

В силу теоремы (1.1): 

 ,d k
ij

jk
j

j
i

k
i    (1.15) 

где 

 ,h sk
s,ij

k
]ij[    (1.16) 

причем 

 .0hh k
s,ji

k
s,ij    (1.17) 

Следовательно, k
ji

k
ij   (где символом  обозначается значение 

соответствующих форм  при фиксированных первичных пара-

метрах), а значит, дифференциальная группа 
2
nD  голономна. 

Замечание 1. Проводя аналогичные рассуждения для сло-

евых форм k
i...ii s21

  (s>2), получим дифференциальные уравне-

ния 

 jk
ji...i

k
]ii...[ii 1s1s1s21

h 


,  (1.18) 

из которых непосредственно следует полуголономность диф-

ференциальных групп 
s
nD  порядка s>2 (т. е. симметрия всех 

слоевых форм k
i...ii s21

  по двум последним индексам). 
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Замечание 2. В некоторых опубликованных работах (см., 

например, [1; 3 – 7]) при исследовании дифференцируемых 

многообразий рассматриваются неголономные дифференци-

альные группы 
2
nD

~
 и неголономные соприкасающиеся ли-

нейные пространства 
2
nT

~
 второго порядка, отличные от соот-

ветствующих голономных (т. е. группы и пространства с 

несимметричными по нижним индексам вторичными слоевы-

ми формами k
ij  и базисными векторами ije ), и формулируются 

предложения, опирающиеся именно на их несовпадение 

(
2
n

2
n D D

~
 ,

2
n

2
n TT

~
 ). Однако в силу теоремы 1.2 таких диффе-

ренциальных групп и таких соприкасающихся пространств не 

существует. 

 

§2. О голономности распределения Hp(Mn) 

 

Для репера 
1
xr ={x, ie


} касательного пространства )x(T1

n  в 

точке хМn выполняются деривационные формулы 

 i
iexd


 ,  (2.1) 

где )x(Txd 1
n


 (см. [8, с. 49]). 

Дифференцируя внешним образом уравнения (2.1), находим: 

 0)eed( j
j
ii

i 


.  (2.2) 

По лемме Картана 

 ij
j

j
j
ii eeed


 ,  (2.3) 

где 

 jiij ee


 .  (2.4) 

Пространство, определяемое точкой хМn и базисными век-

торами ie


, ije


, называется соприкасающимся пространством 

второго порядка и обозначается символом )x(T2
n . 
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Продолжая (2.3), получим: 

 ijk
k

ik
k
jkj

k
ik

k
ijij eeeeed


 ,  (2.5) 

где ijke


 симметричны по любой паре нижних индексов. В силу 

(2.4), (1.16) и (2.5), находим: 

 k
sk

s,ijk
k
ji

k
ijjiij eh2e)(eded0


 .  (2.6) 

Следовательно, 

 ,0hk
s,ij    (2.7) 

т. е. выполняются условия k
ji

k
ij   голономности распреде-

ления H2(Mn). 

Этот результат можно установить рассуждением от про-

тивного. Пусть 

 k
ij  .k

ji   (2.8) 

Тогда группа 
3
nD  не голономна, т. е. 

 ,0k
s]ij[    (2.9) 

где 
0n,..,01|k

ijs
k
ijs


 . 

Продолжая систему пфаффовых уравнений (1.16), находим: 

 tk
st,ij

k
s],ij[

k
s,ij hh  .  (2.10) 

Фиксируя точку х0Mn, т. е. приравнивая нулю все базовые 

формы i ( n,1i  ), получим: 

 .0hhhhh k
s]ij[

k
t

t
s,ij

t
s

k
t,ij

t
j

k
s,it

t
i

k
s,tj

k
s,ij    (2.11) 

Так как  

  ,0,0h k
]js[i

k
s],ij[    (2.12) 

то, используя лемму Н.М. Остиану [9], можно осуществить 

канонизацию репера 
3
xr  
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 ,0h0 k
s,ij

k
s]ij[    (2.13) 

что приводит к симметричности форм k
ij  по нижним индек-

сам, т. е. к голономности распределения H2(Mn) и, следова-

тельно, противоречит неравенствам (2.8). Осуществляя про-

должения структурных уравнений (1.15) и их продолжений, 

получим структурные уравнения распределения Hs(Mn) репе-

ров p,2s(rs
x  ) (см. [2, с. 28; 3, с. 252; 8, c. 122]): 

  ;d k
jii

jk
j

j

ii

k
ji

j

i

k
ji

j

i

k
ii 2121122121

  

;

d

k
jiii

jk
ji

j

ii

k
ji

j

ii

k
ji

j

ii

j

iii

k
j

k
jii

j

i

k
jii

j

i

k
iji

j

i

k
iii

321321231132

321213312321321




 

  ……………………………………………………………….. 

  








p,...,1q

k
ji...i

jk
j)i...i

j

i...i(

k
i...ii .

)!qp(!q

!p
d

p1p1qq1p21
 

Слоевые формы k
i...ii s21

  удовлетворяют дифференциальным 

уравнениям (1.18), причем 

 .0hh k
j,iii...ii

k
j,ii...ii 1ss2s21s1s21




  (2.15) 

Учитывая голономность распределения H2(Mn), т. е. соот-

ношения 

 ,k
ji

k
ij    (2.16) 

продолжая уравнения (2.5) и их продолжения для векторов 

p1321 i...iiii e,...,e


, составляем разности дифференциалов 

  ,e)(eded0 k
k

j...jj
k

i...iij...jji...ii s21s21s21s21


   (2.17) 

где (j1,j2,…,js) – любая перестановка нижних индексов i1,i2,…,is 

(s=2,3,…,p). Из формул (2.17) непосредственно следует голо-

номность распределений H3(Mn), H
4(Mn),…, Hp(Mn). 

(2.14) 
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§3. О двух принципах корректного применения 

метода внешних форм и подвижного репера 

в дифференциальной геометрии 

 

Созданное в 1899 – 1902 годах Эли Картаном -исчисление, 

вошедшее в науку под названием «метод внешних форм Кар-

тана», проникло во многие области математики. Особенно 

широко используется этот метод в сочетании с методом по-

движного репера Г. Дарбу и методом продолжений и охватов 

Г.Ф. Лаптева в современной дифференциальной геометрии. 

Однако при исследовании многообразий в неканоническом 

подвижном репере, содержащем кроме первичных параметров 

вторичные (произвольные изменения которых оставляют 

фиксированным образующий элемент многообразия), необ-

ходимо придерживаться двух основных принципов: 

1. Рассматривать только относительно инвариантные си-

стемы дифференциальных уравнений Пфаффа, т.е. такие си-

стемы 

 ,0a    (3.1) 

для которых  

 m,1b,a(C b
b
aa  ),  (3.2) 

где  – символ дифференцирования по вторичным параметрам. 

2. Рассматривать только такие системы строгих диффе-

ренциальных неравенств 

 ,0a   (3.3) 

которые изменением вторичных параметров не могут быть 

преобразованы в системы пфаффовых уравнений 

  .0
~

aa

def

a    (3.4) 

Нарушение одного из этих принципов приводит к построению 

неинвариантных теорий, фактически сводящихся к теориям 

«на пустом множестве». 
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Анализ некорректностей, связанных с рассмотрением от-
носительно неинвариантных систем дифференциальных урав-
нений, дан в [10]. 

Рассмотрим простейший пример. Пусть S – поверхность в 
трехмерном евклидовом пространстве, отнесенная к реперу 

1-го порядка {A; 321 e,e,e


}, где орт 3e


 направлен по нормали к 

поверхности. Дифференциальное уравнение поверхности S 
имеет вид: 

 .03    (3.5) 

Продолжая (3.5), находим: 

 )0,( 21
2112

k
ik

3
i  . (3.6) 

Дифференциальное уравнение 

 02    (3.7) 

относительно неинвариантно, так как 

 .12
1

2    (3.8) 

Можно ли утверждать, что оно определяет на поверхности S 

линию , огибаемую векторами 1e


? Очевидно нельзя, так как 

такой линии не существует: при повороте репера {A; 321 e,e,e


} 

около нормали орт 1e


 преобразуется в вектор 

  ,ee eee
~

2
2
1111

def

1


   (3.9) 

не коллинеарный вектору 1e


. Касательная же к линии  в точке 

А поверхности не может изменить своего направления, если 
точка А касания осталась неподвижной. 

В §1 и 2 доказана некорректность результатов, основанных 
на рассмотрении неголономной дифференциальной группы 

.DD
~ 2

n
2
n   Например, в работе [4] на с. 115 для объекта кручения 

I
]JK[

I
JKS   линейной связности получено уравнение 

 ,S LI
L]JK[

I
]JK[

I
JK    (3.10) 
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из которого, по мнению автора, следует утверждение (см. [4] 

теорему 2, с. 115): «На неголономном многообразии V
~

 объект 

кручения 
I
JKS , вообще говоря, не образует тензор». Но это 

противоречит доказанной в §1 голономности дифференциаль-

ной группы 
2
nD  для любого дифференциального многообразия: 

из формулы (1.19) следует: 

  .0I
]JK[    (3.11) 

Особенно удивляет появление в отдельных работах 
(например, в [4; 5]) так называемых «неполных дифференциа-
лов», внешние дифференциалы которых отличны от нуля. 
Здесь нарушение принципа 2 приводит к возникновению 
«несимметричных» смешанных производных второго порядка 

для функции класса C, что противоречит общеизвестной 
теореме о равенсте смешанных производных второго порядка 
любой дважды непрерывно дифференцируемой функции. 
Например, в [4] на с. 144 сказано: «Откажемся от неявного 
предположения, что dx – полный дифференциал. Исследуем 
общий случай, когда внешний дифференциал от dx не равен 
нулю». А в работе [5] на с. 111 для дифференцируемого мно-

гообразия Vn класса C сформулировано: «Предложение 1. 
Дифференциал точки А является полным тогда и только тогда, 

когда вторые смешанные производные Aij  симметричны». 

Возможность сведения неголономного распределения 

Hp(Mn) реперов 
p
xr  (p2) к голономному изменением только 

вторичных слоевых форм k
i...i 1s1 

  (т.е. слоевых форм k
i...i 1s1 

  при 

фиксации точки x0Mn) ставил под сомнение многие резуль-
таты, базирующиеся на несимметричности слоевых форм 

неголономного распределения Hp(Mn) реперов порядка p2. 
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V. Malakhovsky 

 
ON HOLONOMIC FIBERING OF FRAMES 

ON A DIFFERENTIABLE MANIFOLD 
 
On n-dimensional differentiable manifold Mn the fibering 

Hp(Mn) of frames 
p
xr  of the order p2 is investigated. It is proved 

that for arbitrary order p this fibering is holonomic and therefore 

linear differential group 
p
nD  (p2) is holonomic. Two principles of 

correct application of Cartan’s and moving frame methods in dif-
ferential geometry are given. 




