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ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ГИПЕРПОЛОС 
К ИЗУЧЕНИЮ ДВОЙСТВЕННОЙ 

ГЕОМЕТРИИ СЕТЕЙ НА ПОВЕРХНОСТИ 
 

В проективном пространстве найдены приложения 
двойственной геометрии гиперполос nm PH   к изуче-

нию двойственной геометрии многомерных поверхно-
стей nm PV   и сетей mm V . 
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Индексы на протяжении всей работы принимают следую-

щие значения: 

 ;m,1t,s,l,k,j,i;n,0L,K,I   

 1,1,,,;,1,,  nmzwvunm . 

1. Рассмотрим n-мерное проективное пространство nP , от-

несенное к подвижному точечному реперу  IAR   из 1n  

аналитических точек IA . Уравнения инфинитезимальных пе-
ремещений репера имеют вид 

 K
K
II AdA  ;  (1) 

здесь формы Пфаффа K
I  удовлетворяют структурным урав-

нениям проективного пространства [7]: 
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 0,  L
L

K
L

L
I

K
ID  .  (2) 

Определение 1 [2]. m -мерной гиперполосой nm PH   на-

зывается m -параметрическое многообразие плоских элемен-
тов ),A( 1n , причем точка A  описывает поверхность mV , 

а гиперплоскости )A(1n  касаются поверхности mV  в со-

ответствующих точках mVA . Поверхность mV  называется 

базисной поверхностью гиперполосы mH , а гиперплоскости 

)A(1n  — главными касательными гиперплоскостями ги-

перполосы mH . 

Рассмотрим m -мерную поверхность nm PV  ; известно [3], 

что в репере первого порядка (т. е. вершины iA  репера  IA  

расположены в касательной плоскости )( 0ATm  к поверхности 

в точке mVA 0 ) ее дифференциальные уравнения имеют вид: 

 00  .  (3) 

Продолжая уравнения (3), имеем: 

 j
0iji    ,  (4) 

где совокупность функций }{ ij
  образует симметричный тен-

зор второго порядка. 
Предположим, что 1 nm , т. е. поверхность nm PV   от-

лична от гиперповерхности; в этом случае в работе [5] в пред-
положении 

 
6

)2)(1( 


mm
mn   (5) 

внутренним образом построен охват b , являющегося тензо-

ром третьего порядка: 

 s
sbbbdb 0

0
0  


  .  (6) 
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Следует считать 2m , ибо при 2m  из (5) имеем 3n , что 
противоречит неравенству 1 nm . 

Инвариантная гиперплоскость 0 , уравнение которой 

имеет вид 0
 xb , является касательной гиперплоскостью к 

соприкасающейся гиперквадрике [5] в точке mVA 0  и со-

держит касательную плоскость )( 0ATm . Следовательно, спра-

ведлива: 
Теорема 1. Поверхность )12(  nmPV nm , подчинен-

ная условию (5), в дифференциальной окрестности третьего 
порядка порождает инвариантно присоединенную к ней ги-
перполосу mH , для которой данная поверхность является ба-

зисной. 
Пусть 0nA ; это равносильно тому, что 0nb . Очевид-

но, что точки n
n

v
vv A

b

b
AB   находятся в общем положении и 

лежат в гиперплоскости 0 , т. е. ][ 00 vi BAA . 

В специализированном репере },,,{ 0 nvi ABAA  (вершины 

A  репера  IA  выбираются таким образом, чтобы )( mn  -

мерная плоскость ][ 0 AA  пересекала гиперплоскость 0  по ее 

характеристике )A( 01mn  , т. е. )A(B 01mnv  ) уравнения 

гиперполосы nm PН  , ассоциированной с поверхностью 

nm PV  , запишутся в виде: 

 j
0

i
vj

i
v

j
0

u
ij

u
i

j
0

n
ij

n
i

n
v0 ,M,M,0   , (7) 

где 
ij

n

n
ij b

b

1
M  . 

Теорема 2. Гиперполоса mН , ассоциированная с поверхно-

стью )12(  nmPV nm , регулярна тогда и только тогда, 

когда тензор третьего порядка 
ijb  невырожден. 
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Пусть регулярная гиперполоса nm PН   нормализована 

двойственным образом [8] полями квазитензоров i
n  и 0

i : 

 
,

.

i i n k i i i s
n n n n k n ns 0

0 0 k 0 0 0 0 s
i k i i 0 i is 0

dν ν Ω ν Ω Ω ν Ω

dν ν Ω ν Ω Ω ν Ω

   

   
  (8) 

При этом индуцируются две двойственные [6] аффинные связ-

ности   и   без кручения, определяемые соответственно 
системами форм Пфаффа: 
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  (9) 

Доказана следующая 
Теорема 3. На ассоциированной регулярной гиперполосе 

)12(  nmPН nm , двойственно нормализованной полями 

квазитензоров i
n , 0

i , в касательном расслоении )( mm VT  ин-

дуцируются две двойственные аффинные связности без кру-

чения   и  , определяемые системами форм (9), причем эти 

связности сопряжены относительно поля тензора n
ijM  ги-

перполосы. Связность 
0

 , средняя по отношению  и  , яв-
ляется вейлевой с невырожденным метрическим тензором 

n
ijM ; она является римановой тогда и только тогда, когда 

обращается в нуль кососимметричный тензор )(T ]st[  : 

 0M)(T n
k]t

k
s[n

0
]st[]st[   .  (10) 

2. Инвариантное присоединение регулярной гиперпо-
лосы mН  к поверхности )12(  nmPV nm  позволяет 

изучать двойственную геометрию сетей на рассматривае-
мой поверхности; в частности, это приводит к построению 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 52

инвариантной нормализации mV  с помощью полей гармо-

нических плоскостей сети mm V , слабо сопряженной от-

носительно поля симметричного тензора 
ijb , а также да-

ет возможность изучать различные подклассы сетей 

mm V . 

Если точечный репер  IAR   отнести к сети mm V  

( iAA — касательные к линиям сети), то согласно [1] имеем 

 ji,a k
0

j
ik

j
i   .  (11) 

В репере, отнесенном к сети, аналитическим условием со-
пряженности относительно поля конусов направлений 

0M k
0

i
0

n
ik    является ji,0M n

ij  ; ниже эту сеть 

mm V , в отличие от сопряженной сети на )ji,0(V ijm  , 

назовем слабо сопряженной. 
Составим охват 

 0)(qq,Ma
1m

1
q i

n
n
n

i
i

i
n

i
n

il

ll
n

i
ll

i
n 





 .  (12) 

Сравнивая уравнения (8) и (12), заключаем, что m  полей 

квазитензоров i
nq  внутренним образом определяют поле ин-

вариантных нормалей первого рода, которое называется по-
лем гармонических )( mn  -мерных плоскостей слабо сопря-

женной сети. 

Зная закон охвата объекта нормали первого рода i
nq  ги-

перполосы nm PН  , с использованием ее двойственного [6] 

образа построим внутренним образом определенную соответ-

ствующую нормаль второго рода 0
iq : 
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1m
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q . (13) 
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Поле нормалей 0
iq  служит полем гармонических )1( m -

мерных плоскостей слабо сопряженной сети mm H  в 

смысле [1]. 
Теорема 4. Поля гармонических плоскостей слабо сопря-

женной сети )1nm2(Vmm  , задаваемые полями ква-

зитензоров i
nq  и 0

iq , определяют инвариантную нормализа-

цию поверхности nm PV  . 

Определение 2. Линия, принадлежащая базисной поверх-
ности mV  гиперполосы nm PН  , называется линией Дарбу, 

если она в каждой своей точке касается инвариантного кону-

са направлений 0D k
0

s
0

i
0

n
isk  . 

Доказана 
Теорема 5. Для ассоциированной регулярной гиперполосы 

nm PН  , несущей слабо сопряженную сеть mm H , поля ее 

гармонических плоскостей i
nq  и 0

iq  нормализуют гиперполосу 

взаимно тогда и только тогда, когда данная сеть есть сеть 
Дарбу. 

Для слабо сопряженной сети mm H  псевдофокусы j
iF  

[1] и двойственные им псевдофокальные гиперплоскости j
i  

не зависят от выбора полей нормалей первого и второго родов; 
они определяются формулами: 

 
.ji,aMM

,ji,AAaF

i0
i
jj

n
ii

jj
n

j
i

i0
j

ij
j

i






  (14) 

Пусть регулярная гиперполоса nm PН   нормализована 

полями квазитензоров i
n  и 0

i . Согласно (9, 11) условия па-

раллельного перенесения направления iAA0  касательной к i -й 

линии сети mm H  вдоль ее линии k
0  в аффинных связно-

стях   и   имеют соответственно вид: 
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Если соотношения (15) справедливы при ik   для лю-
бого i  (для любых ki  ), то сеть называется геодезической 
(чебышевской) соответственно первого или второго рода от-
носительно данной нормализации гиперполосы nm PН  . 

Для слабо сопряженной сети mm H  условием ее 

геодезичности первого или второго рода соответственно 
является: 
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  (16) 

Аналогично рассматриваемая сеть mm H  называется 

чебышевской первого или второго рода тогда и только тогда, 
когда справедливы (соответственно) соотношения: 
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  (17) 

Из условий (16) с учетом (11 — 13) непосредственно сле-
дует 

Теорема 6. Слабо сопряженная сеть mm V  есть сеть с 

совпавшими псевдофокусами (псевдофокальными гиперпло-
скостями) тогда и только тогда, когда относительно поля ее 

гармонических плоскостей )q(q i
n

0
i  она является геодезиче-

ской сетью второго (первого) рода. 
Замечание. Из соотношений (16, 17) непосредственно 

следует, что слабо сопряженная чебышевская сеть mm V  

первого (второго) рода является геодезической второго 
(первого) рода, а следовательно, согласно теореме 6 она 
принадлежит к классу сетей с совпавшими псевдофокусами 
(псевдофокальными гиперплоскостями). 
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APPLICATIONS OF THE THEORY OF HYPERSTRIPS 
TO STUDYING  THE DUAL 

GEOMETRY OF NETWORKS ON THE SURFACE 

 
Applications of dual geometry of hyperstrips nm PH   to 

studying dual geometry of multidimensional surfaces nm PV   and 

networks mm V  are found in projective space. 

 


