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1 
Псевдотензоры кривизны и кручения  

коаффинной связности в касательном расслоении  
к многообразию гиперцентрированных плоскостей  

 
В многомерном проективном пространстве рас-

сматривается семейство гиперцентрированных плоско-
стей, размерность которого совпадает с размерностью 
образующей плоскости. Над ним возникают главные 
расслоения, структурные формы которых связаны соот-
ношениями. В главном расслоении линейных корепе-
ров задана коаффинная связность. Доказано, что объек-
ты кривизны и кручения коаффинной связности образу-
ют псевдотензоры. 
 

Ключевые слова: проективное пространство, семейство гипер-
центрированных плоскостей, коаффинная связность, псевдотензор 
кривизны, псевдотензор кручения. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAAR   ),1,...( nI  , инфинитезимальные пе-

ремещения которого определяются формулами 
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Структурные уравнения проективной группы )(nGP (см., 

напр., [1]) запишем в виде 
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В проективном пространстве nP  рассмотрим m-мерную 

плоскость mP  с многомерным центром 1mP , которую обозна-

чим 1m
mP [2]. Произведем разбиение значений индексов: 

.,1...,,,1...,:},{ nmmiiI    

Специализируем подвижной репер },,{ AAAR i , поме-

щая вершины iAA,  на плоскость mP , при этом вершины iA  — 

в ее центр .1mP  Из деривационных формул (1) имеем 

,
 AAAdA i

i  ,AAAAdA iij
j

iii  
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.AAAAdA i
i



    

Формулы (3) дают уравнения стационарности гиперцен-
трированной плоскости 1m

mP  [3]: 

.0,0,0  ii                               (4) 

Выбирая m форм i  в качестве базисных, запишем урав-

нения многообразия mV  — семейства гиперцентрированных 

плоскостей 1m
mP  в виде 

j
j

iii
i    , .                      (5) 

Замечание. Внешняя плоскость mP  двойственна плоско-

сти 1mnП , а внутренняя 1mP  — плоскости mnП  . Пара 

),( 1mm PP  двойственна обобщенному пространственному эле-

менту ),( 1 mnmn ПП  , mnmn ПП  1 . 

(2) 

(3) 
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Найдем внешние дифференциалы базисных форм 


  j
i

j
i

j
ij

j
iiD  , .                  (6) 

Дифференцируя внешним образом уравнения (5) и разре-
шая по лемме Картана, получаем систему дифференциальных 
уравнений на компоненты фундаментального объекта 1-го по-
рядка },{1 j

i
i    

k
jk

i
j
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ijji

j
i    )()( , ,               (7) 

где дифференциальный оператор   действует следующим об-
разом: 

k
i

j
k

j
i

j
k

k
i

j
i

j
i d  


  )( , 

причем 0,0 ][][  ijjk
i

 .  

Утверждение 1. Фундаментальный объект 1-го порядка 
},{1 j

i
i    семейства mV  является псевдотензором [1], 

содержащим подпсевдотензор j
i
 . 

Исследование многообразия mV  в репере нулевого порядка 

приводит к разбиению структурных форм I
I
J

I  ,, на две 

совокупности: первичные формы ii   ,, , включающие ба-

зисные формы i , и вторичные формы 
  ,,,, ii

j
i , 

внешние дифференциалы которых имеют вид 
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где      
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Утверждение 2. Уравнения (61, 8—12) являются струк-
турными уравнениями главного расслоения )( mr VG , базой ко-

торого служит многообразие mV , а типовым слоем — под-

группа rG  стационарности гиперцентрированной плоскости 
1m

mP , причем 2)1( mmnnr  . 

Расслоение )( mr VG  содержит 4 главных фактор-расслоения 

над той же базой mV  со следующими структурными уравне-

ниями: 
1) (61, 9) — расслоение плоскостных линейных кореперов 

)(2 mm
VL  с типовым слоем )(2 mGLL

m
  — линейной фактор-

группой, действующей неэффективно во внутренней плоско-
сти 1mP ; 

2) (61, 8, 9) — расслоение аффинных кореперов )()1( mmm VL   

с типовым слоем )()1( mGAL mm   — аффинной факторгруп-

пой, действующей в гиперцентрированной плоскости 1m
mP ; 

3) (61, 10) — расслоение нормальных линейных кореперов 
)(2)( mmn

VL
  с типовым слоем — линейной факторгруппой, дей-

ствующей неэффективно в проективном факторпространстве 

mnmn PP /1 P ; 

4) (61, 10, 12) — расслоение центропроективных кореперов 
)()1)(( mmnmn VL   с типовым слоем )1)((  mnmnL  — центропроек-

тивной факторгруппой, действующей в проективном центри-

рованном факторпространстве 1
0 /   mnmnmn PPP , где 

1/   mnmn PPP . 

(13)
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Продифференцируем внешним образом формы (62) с уче-
том уравнений (9, 12) и дифференциальных уравнений (72) на 

компоненты подобъекта }{ j
i
 : 

,jk
ik

j
k

k
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j
iD                           (14) 

где 

 )()( 






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i
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i
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



  jk

i
jjk

i  )( .                       (15) 

Так как 0][ jk
i , то справедлива  

Теорема. Многообразие mV  является голономным [4] глад-

ким многообразием. 
Замечание. Произвольное семейство гиперцентрированных 

плоскостей рассмотрено в работе [5]. В общем случае нельзя 
показать, что оно является голономным многообразием.  

Зададим связность в главном расслоении линейных коре-
перов )(2 mm

Vl со структурными уравнениями (61, 14), где 

)()(2 mGlVl mm
  — линейная группа, действующая в каждом 

касательном пространстве к многообразию mV . Для этого вве-

дем формы  

k
jk

i
j

i
j

i N  
~

.                               (16) 

Продифференцируем эти формы внешним образом с по-
мощью уравнений (61, 14), затем заменим в полученных урав-

нениях формы j
i  на их выражения из (16). Сделаем обратную 

замену в тех слагаемых, в которых формы умножаются внеш-
ним образом на базисные формы, тогда 

ml
jm

k
kl
ik

jk
i

kj
i

j
k

k
i

j
i NNND   )(

~~~ ))((
)( .  (17) 
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Здесь дифференциальный оператор   действует следую-
щим образом: 

l
i

jk
l

k
l

jl
i

j
l

lk
i

jk
i

kj
i NNNdNN   ))((
)( . 

В соответствии с теоремой Картана — Лаптева [6] зададим 
связность в главном расслоении линейных кореперов с помо-

щью поля объекта связности }{ jk
iNN   на базе mV  уравнени-

ями 

l
jkl

i
jk

i
kj

i NN   ))((
)( .                         (18) 

Утверждение 3. Объект коаффинной связности }{ jk
iNN   

является квазипсевдотензором. 
Подставляя (18) в (17), получим 

lk
jkl

i
j

k
k

i
j

i KD  
~~~

,  

где компоненты объекта кривизны }{ jkl
iKK   выражаются по 

формулам 

][][ jl
m

km
i

klj
i

jkl
i NNNK  .                           (19) 

Подставляя в уравнения (6) формы связности j
i

~
, получим 

jk
jk

ij
j

i SD i  
~

, 

где ][ jk
i

jk
i NS   — компоненты объекта кручения.  

С учетом симметрии форм jk
i  по верхним индексам, най-

дем дифференциальные сравнения  

)(mod0))((
)( l

kj
iS  . 

Утверждение 4. Объект кручения jk
iS  коаффинной связно-

сти является псевдотензором [1]. 
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Продолжая уравнения (18), найдем сравнения 

0))()((
)(  ml

i
jk

m
kl
m

jm
i

jl
m

mk
i

lkj
i NNNN  .        (20) 

Найдем дифференциальные сравнения на компоненты объ-

екта кривизны }{ jkl
iKK  . Для этого продифференцируем вы-

ражения (19) с учетом сравнений, полученных при альтерна-
ции по двум последним индексам из (18, 20). Получим 

)(mod0))()((
)( l

lkj
iK   . 

Утверждение 5. Объект кривизны jkl
iK коаффинной связ-

ности является псевдотензором [1]. 
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Curvature and torsion pseudotensors of coaffine connection  

in tangent bundle of hypercentred planes manifold  
 

Submitted on May 15, 2020 
 
The hypercentered planes family, whose dimension coincides with 

dimension of generating plane, is considered in the projective space. Two 
principal fiber bundles arise over it. Typical fiber for one of them is the 
stationarity subgroup for hypercentered plane, for other — the linear 
group operating in each tangent space to the manifold. The latter bundle is 
called the principal bundle of linear coframes. The structural forms of two 
bundles are related by equations.  

It is proved that hypercentered planes family is a holonomic smooth 
manifold.  

In the principal bundle of linear coframes the coaffine connection is 
given. From the differential equations it follows that the coaffine connec-
tion object forms quasipseudotensor. It is proved that the curvature and 
torsion objects for the coaffine connection in the linear coframes bundle 
form pseudotensors. 

 
Keywords: projective space, hypercentered planes family, coaffine 

connection, curvature pseudotensor, torsion pseudotensor.  
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