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Geometry of an almost contact hyper-Kähler manifolds 
 
In the paper, the geometry of an almost contact hypercomplex and 

almost contact hyper-Kähler manifold is studied. The intrinsic connection 
of Obata, which preserves the almost contact hypercomplex structure, is 
determined. It is proved that an almost contact hyper-Kähler manifold is 
an η-Einstein manifold. 
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Геометрическая интерпретация  
некоторых максимально-подвижных метрических пространств  

yn

o

g ,  линейных элементов различных лакунарностей  

основного случая II 
 

Работа является непосредственным продолжением 
исследований, начатых нами в статьях [1; 2], здесь ис-
пользуются все принятые в них обозначения и опреде-
ления. Вводятся в рассмотрение пространства yn, ; 

 mnmAn ; ,  mnmK n ;  индекса  mnm ; . 
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I. Сначала введем локальные поверхности вращения про-
странства yn,  в классах более общих метрических про-

странств векторных элементов 
H

yng ,  [2]. Пространства ха-

рактеризуются тем, что метрическое тензорное поле  yxg
H

jk ,  

не обязательно однородное нулевой степени относительно ко-

ординат y . Пусть имеем трехмерное евклидово пространство 

с прямоугольными, декартовыми координатами  zyx ;; : 

 2 2 2 2ds dx dy dz   . 

Далее, пусть  yfz   уравнение кривой в плоскости 

 ZOY  и эта кривая вращается вокруг оси OZ . Уравнение об-

разованной поверхности вращения имеет следующий вид: 

  2 2z f x y   ,  (1) 

или 

  2 2 2z x y   , 

где 

    2 2 2 2 2
def

x y f x y     . 

Радиус-вектор любой точки поверхности вращения одно-
значно определяет ортогональную проекцию на плоскость 
XOY . Уравнение (1) можно записать также в параметриче-
ском виде 

   ,,,222 vyuxvuz   

где ,u v  — параметры. Индуцированная метрика 2d  на этой 
поверхности вращения имеет следующий вид: 

H

yng ,
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   22 2 2d du dv M udu vdu     ,  (2) 

где    
 M

M
M

def




21

 , 22 vuM  . В n -мерном случае, имеем 

метрику n -мерной поверхности вращения: 

   2 2 22 1 1 1... ... ,n n n

I
II

d du du M u du u du        
 (3) 

где 
22

...1 nuuM  . Метрика (2) поверхности вращения есть 
метрика плоскости XOY  или ее области с выделенной точкой 
O , зависящая от компонент вектора, исходящего из этой точ-
ки. В общем случае метрика (3) также есть метрика центроаф-
финного пространства или его области, зависящая от компо-
нент вектора, исходящего из точки O . 

Определение 1. Локальным пространством y,2  поверх-

ности вращения называется двумерное гладкое многообразие 

2X , в каждом касательном пространстве которого задана мет-
рика пространства поверхности вращения, гладким образом 
зависящая от 2Xx . 

Пусть  ix  — локальные координаты на 2X ;  ji yx ,  — 

локальные, естественные координаты на  2XT , тогда метрика 

пространства y,2  формально имеет следующий вид: 

        22 ,i j i j i j
ij ij ijds b x dx dx b x y y x b x y dx  , 

где  xbij  — метрическое тензорное поле риманова пространства 

 xVn . Компоненты метрического тензорного поля  yxg
H

ij ,  

пространства y,2  имеют следующую структуру: 

          , 2 ,
H

p s
jk jk jp ksg x y b x F x b x b x y y  , 
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или 

    . . . ., 2 ,
H

jk j k j kg x y F F x F F  ,  (4) 

где 

        . . .

1
, , , 2 .

2
i j p i j

ij k kp i j ij ijF b x y y F b x y F b x b x y y F     

Отсюда находим, что 

 
    

   

1
2

1
2

2 2 , 2 , ,

, , , 1,2,..., .
2

H

jk e F j k e j e k j k e

F

g F x F F F F x F F F F

i j k e n
F

            


  



  (5) 

II. Рассмотрим теперь шестимерное евклидово простран-
ство 6E  с метрикой ( 02 ds  в зависимости от c ): 

 2 2 2 2 2 2dS dx dy dz dt ds dr cdz dr        , 

где  2;2\  Rc . 

В этом пространстве 6E  рассмотрим поверхность  S , за-

данную уравнениями: 

      2 2 2 2 2 2
1 1:z , .S x y r t s        (6) 

В частности, если поверхность  S  задана уравнениями: 

      2 2 2 2 2 2 2 2:z ,S a x y r b t s    ,  ,a b  R , 

то получим результаты работы [2], как частный случай. По-
ложив 

 1 2 1 2, , , ,x u y u t v s v     

где 2121 ,,, vvuu  — параметры, получим, что индуцированная 

метрика 2d на этой поверхности  S  необходимо имеет сле-

дующий специальный вид: 
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2 2

2 2

22 1 2 1 1 2 2

21 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 ,

I

II

III

d du du p u du u du

dv dv k v dv v dv

c p k u du u du v dv v dv

       

     

    







  (7) 

где по определению положено: 

 
21

1

1

def 


 ; 
21

1

1

def 


 , 
22 21 uup

def

 , 
22 21 vvk

def

 . 

Метрика 2d  состоит из трех указанных частей I, II, III. 
Поверхность  S  с метрикой (7) будем называть четырехмер-

ной поверхностью индекса (2, 2) и обозначать символом 4K
(2; 2). Метрика (7) есть в тоже время метрика центроаффинно-
го пространства, зависящая от вектора, задающего направле-
ние. Метрику (7) будем рассматривать как метрику 4-мерной 

поверхности  2121 ,,, vvuu  с выделенной точкой O  и завися-

щую от вектора w


, исходящую из точки O . 
Пример 1 (общий случай). Для n -мерной поверхности 

 mnmK n ;  индекса  mnm ;  имеем по определению фор-

мально следующую метрику: 

 

    

    

      

2 2

2 2

22 1 1 1

21 1 1

1 1 1 1

... ...

... ...

... ... ,

def
m m m

I

m n m m n

II

m m m m n n

d du du p u du u du

du du k u du u du

c p k u du u du u du u du
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где 

 
2 2 21 2 ...

def
mp u u u    , 

222

...21 nmm
def

uuuk   . 

Пример 2. В частности, метрика n -мерной поверхности 

 2;2 nK n  индекса  2;2 n  имеет следующий вид по опре-
делению: 

 

    

    

      

2 2

2 2 2

22 1 2 1 1 2 2

23 4 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

... ...

... ,

def

I

n n n

II

n n

III

d du du p u du u du

du du du k u du u du u du

c p k u du u du u du u du u du

      

        

       






 

где 
22 21 uup

def

 , 
222

...43 n
def

uuuk  . 

Пример 3. Метрика n -мерной поверхности  nK n ;0  ин-

декса  n;0  имеет следующий вид (исключительный случай): 

   2 2 22 1 1 1... ...
def

n n nd du du p u du u du        ,  (8) 

где положено, что 

 
2 2 21 2 ...

def
np u u u    , 

и совпадает с введенной нами ранее метрикой пространства 

yn, . В этом «исключительном случае» поверхность  S  зада-

ется в евклидовом пространстве уже одним уравнением, ха-
рактеризующим n -мерную поверхность вращения. 

III. Пусть дано гладкое многообразие  xX n  и на нем зада-

но приводимое риманово пространство  xVn , то есть 

    
*

2 a b
abds a x dx dx b x dx dx 

  , 
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или 

 2 2 2
1 2ds ds ds  , 

где 

 
   

2 2 2 2
1 2

1 2

2 , 2 ;

1
, ,..., , ;

2
m a b

ab c d cd

ds Mdt ds Ndt

M a x x x y y M a x 

 

 
 

  , , ,... 1,..., ; , , 1,2,...., ; , , , ,... 1,...,a b c m i j k n m n         

 

   

 

1 21
, ,..., , ;

2

det 0, det 0.

m m n

ab

N b x x x y y N b x

a b x

   
  



 

 
 

Определение 2. Гладкое многообразие  xX n  называется 

метрическим пространством  mnmAn ;  индекса  mnm ; , 

если в касательном пространстве  nx XT  базисного многооб-

разия  xX n  задана метрика индекса  mnm ; , характеризу-

ющая пространство  mnmK n ; , причем эта метрика глад-

ким образом зависит от  xXx n . Если  ix  локальные коор-

динаты на  xX n ,  ii yx ,  — локальные, естественные коорди-

наты на  nXT , то метрика пространства  mnmAn ;  индекса 

 mnm ;  определяется формально следующим образом: 

 

       

       

            

2 2 ,

2 ,

2 , 2 , .

def
a b c d a b

ab ac bd

I

II

b a
ab b a

III

ds a x dx dx M x a x a x y y dx dx

b x dx dx N x b x b x y y dx dx

c M x N x a x b x a x b x y y dx dx
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Компоненты метрического тензорного поля  yxg ij

H

,  для 

этой метрики имеют следующий алгебраический вид: 

 

         

         

               .,2,2,

,,2,

,,2,













yyxbxaxbxaxNxMcyxg

yyxbxbxNxbyxg

yyxaxaxMxayxg

b
ababa

H

H

dc
bdacabab

H







 

Замечание 1. Если в определении пространства  mnmAn ;  

потребовать, что в каждой точке базы  xX n  касается «одно и 

тоже пространство  mnmK n ; », то получим пространство 

 mnmBn ; . Очевидно, что справедливо следующее включение: 

    ; ;n nB m n m A m n m   . 

Для пространств  mnmBn ;  имеем  M2  , 

 N2  . 
Замечание 2. Метрика касательных пространств введен-

ных выше пространств  mnmAn ; ,  mnmBn ;  не является 
евклидовой или псевдоевклидовой как в случае римановых про-
странств  xVn , а является метрикой пространства  mnmK n ;  

индекса  mnm ; , которая индуцируется на поверхности  S  
второго класса, как нами было установлено выше. 

Замечание 3 (о метрике пространства  mnmK n ; ). 

В пункте II рассматривалось пространство 6E  с метрикой 

 2.c,c   drcdzdrdsdtdzdydxdS  R,222222

 
Остановимся подробнее на этой метрике пространства .6E  

Перейдем в этом пространстве к новой системе координат по 
следующим формулам: 

 , , , , , .x x y y z z r t t s s r z r            
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Тогда рассматриваемая метрика примет вид: 

 2 2 2 2 2 2dS dx dy dz dt ds dr         , 

где 
42

1 cdef

 ; 
42

1 cdef

 . Здесь возможны пять случаев: 

1) 







0

0




 — это возможно, если 22  c ; 

2) 







0

0




 — это возможно, если 2c ; 

3) 







0

0
 — это возможно, если 2c ; 

4) 







0

0




 — не возможен; 

5) если 2c  или 2c , то метрика вырожденная. 
Рассмотрим случай 1 (остальные случаи рассматриваются 

аналогично). В этом случае ,22  c 0 , 0 . Метрика 

здесь будет знакоопределенная 0dS . Перейдем к новой си-
стеме координат по следующим формулам: 

 ,~~~;~~~,~~~,~~~;~~~,~~~ ssyyrrttxxzz    
тогда окончательно получим метрику 

 2 2 2 2 2 2dS dx dy dz dt ds dr      ,  (9) 

и уравнение поверхности  S , определяющей пространство 

 2;24K : 

      
2 2

2 2 2 2
1 1: 4 , 4 ,

z r z r
S x y t s
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где 

 
1

,
2 4

def с
    

1
,

2 4

def с
    1  , 

2

с
  , 22  с . 

В последних записях мы опустили две тильды над пере-
менными rstzyx ,,,,, . Метрика (9) записана уже в прямо-
угольной, декартовой системе координат. В работе [2] уравне-
ния поверхности  S , задающей пространство  2;24 , имеют 
аналогичный вид. 

Вопрос о построении связности в этих и введенных выше 
пространствах очень интересный, и мы его рассмотрим в сле-
дующих работах. 
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A. Egorov 

 

Geometrical interpretation of some movable metric spaces yn

o

g ,  

of linear elements of different lacunae in the main case II 
 
This paper is dedicated to the research described in [1; 2] in which 

the same designations and definitions are used. The article considers such 

spaces as  mnmn ; ,  mnmBn ;  as metric spaces of linear ele-

ments whose metrics of tangent Riemannian space is space  mnmK n ;  
in each point. 
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