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О тензоре конгармонической кривизны  
6-мерных келеровых подмногообразий алгебры Кэли 

 
В данной заметке мы рассматриваем 6-мерные келеровы 

подмногообразия алгебры октав. Для таких подмногообразий 
вычислены компоненты тензора конгармонической кривизны. 
Этот тензор является инвариантом так называемых конгармо-
нических преобразований, то есть конформных преобразова-
ний, сохраняющих свойство гармоничности гладких функций. 

 
Ключевые слова: почти эрмитова структура, келерова структура, 

тензор конгармонической кривизны, 6-мерное подмногообразие ал-
гебры Кэли 

 
1. Конформные преобразования римановых структур яв-

ляются важным и содержательным объектом дифференциаль-
но-геометрических исследований. Существенный интерес 
представляет специальный тип таких преобразований — кон-
гармонические преобразования, то есть конформные преобра-
зования, сохраняющие свойство гармоничности гладких функ-
ций. Этот тип преобразований был введен в рассмотрение в 
50-е годы прошлого века японским математиком Йошихито 
Ишии [1]. Известно, что такие преобразования имеют тензор-
ный инвариант — так называемый тензор конгармонической 
кривизны. Отметим, что дополнение римановой структуры до 
почти эрмитовой структуры позволяет выделить еще несколь-
ко конгармонических инвариантов. 
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Обратим внимание на то, что значительный вклад в тео-
рию конгармонических преобразований и, в частности, в гео-
метрическую теорию тензора конгармонической кривизны 
внес известный отечественный специалист В. Ф. Кириченко, а 
также некоторые его ученики [2—4]. 

В настоящей работе рассматривается тензор конгармони-
ческой кривизны 6-мерных келеровых подмногообразий ал-
гебры октав. Келерова (а в общем случае — почти эрмитова) 
структура на таких подмногообразиях индуцируется так назы-
ваемыми 3-векторными произведениями Грея — Брауна в ал-
гебре Кэли [5; 6]. 

 
2. Напомним, что почти эрмитовой структурой на четно-

мерном многообразии ܯଶ௡ называется пара ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ, где 
J — почти комплексная структура, а ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 — риманова 
метрика на этом многообразии. При этом J и ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 долж-
ны быть согласованы условием 

〈ܻܬ ,ܺܬ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с фиксированной на 
нем почти эрмитовой структурой называется почти эрмито-
вым. С каждой почти эрмитовой структурой ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ на 
многообразии ܯଶ௡ связана так называемая фундаментальная 
форма, которая определяется равенством 

ሺܺ, ܻሻܨ ൌ ,ܺ ,〈ܻܬ ,ܺ〉 ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ. 

Почти эрмитова структура называется келеровой, если 
ܨ ߘ ൌ 0.  

Задание почти эрмитовой структуры на многообразии ܯଶ௡ 
равносильно заданию G-структуры на ܯଶ௡ со структурной 
группой ܷሺ݊ሻ, элементы пространства которой называются A-ре-
перами [2]. Эта G-структура называется присоединенной. 

Также напомним, что тензор конгармонической кривизны 
на римановом многообразии размерности m определяется ра-
венством (см.: [1]) 
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,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  ܴ ሺܺ, ܻ, ܼ,ܹሻ െ 

െ 
1

݉ െ 2
 ሾ〈ܺ,ܹ〉 ܿ݅ݎ ሺܻ, ܼሻ െ 〈ܺ,  ሺܻ,ܹሻ ܿ݅ݎ 〈ܼ ൅ 

൅〈ܻ,  ሺܺ,ܹሻ ܿ݅ݎ 〈ܼ െ ,ሺܺ ܿ݅ݎ 〈ܹ,ܻ〉 ܼሻሿ, 

где R — тензор римановой кривизны, ric — тензор Риччи. Тен-
зор конгармонической кривизны обладает всеми классически-
ми свойствами, которые присущи тензору римановой кривиз-
ны и тензору Вейля конформной кривизны [3; 4], а именно: 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  െ ,ሺܺ ݄ܥ ܻ,ܹ, ܼሻ , 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  െ ,ሺܻ ݄ܥ ܺ,ܹ, ܼሻ , 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൅ ,ሺܻ ݄ܥ  ܼ, ܺ,ܹሻ ൅ ,ሺܼ ݄ܥ  ܺ, ܻ,ܹሻ  ൌ 0, 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ ,ܹ,ሺܼ ݄ܥ   ܺ, ܻሻ . 

Вычислим компоненты тензора конгармонической кривиз-
ны на пространстве присоединенной G-структуры для 6-мер-
ного келерова подмногообразия алгебры октав. В терминах ко-
вариантных компонент формулу, определяющую тензор кон-
гармонической кривизны, можно записать в виде 

௜௝௞௟݄ܥ   ൌ  ܴ௜௝௞௟  െ  
1
4
 ሺ݅ݎ ௝ܿ௟  ݃௜௞  ൅ ௜௞ܿ݅ݎ   ݃௝௟  െ 

 െ ݅ݎ ௝ܿ௞  ݃௜௟ ௜௟ܿ݅ݎ –   ݃௝௞ሻ . 

Как и в случаях с тензором римановой кривизны [7; 8] и 
тензором Вейля конформной кривизны[9], исходя из упомяну-
тых выше классических свойств этого тензора, достаточно най-
ти только компоненты ݄ܥ௔௕௖ௗ; ;௔ො௕௖ௗ݄ܥ ;௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ -௔ො௕௖̂ௗ, кото݄ܥ
рые полностью определяют этот тензор. Здесь и далее индексы 
i, j, k, l принимают значения от 1 до 6, индексы ܽ , ܾ , ܿ , ݀ , … — 
значения от 1 до 3. Как во многих работах о 6-мерных подмно-
гообразиях алгебры октав, здесь ොܽ ൌ ܽ ൅ 3. 

Известны компоненты, определяющие тензор римановой 
кривизны 6-мерного келерова подмногообразия алгебры октав 
[7]: 
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ܴ௔௕௖ௗ   ൌ  0, 		ܴ௔ො௕௖ௗ   ൌ  0,  ܴ௔ො௕෠௖ௗ   ൌ  0, 

 ܴ௔ො௕௖̂ௗ   ൌ െ 2  ௔ܶො௖̂
଻

௕ܶௗ
଻ . 

Здесь ൛ ௞ܶ௝
଻ ൟ — компоненты конфигурационного тензора (в 

терминологии Грея), или второй основной формы погружения 
келерова подмногообразия в алгебру октав. 

Компоненты тензора Риччи также известны (отметим, что 
в [9] вычислены соответствующие компоненты для более об-
щего случая — для 6-мерного уплощающегося эрмитова под-
многообразия алгебры Кэли): 

௔௕ܿ݅ݎ    ൌ  0, ௔ො௕ܿ݅ݎ			   ൌ െ2   ௔ܶො௖̂
଻   ௖ܶ௕

଻  . 

Наконец, компоненты метрического тензора на простран-
стве присоединенной G-структуры таковы: 

݃௔௕ ൌ 0, ݃௔ො௕ ൌ ௕ߜ
௔, ݃௔௕෠ ൌ ௔௕, ݃௔ො௕෠ߜ ൌ 0. 

Воспользовавшись приведенными выше соотношениями, 
получаем: 

௔௕௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔௕௖ௗ  െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔௖  ൅ ௔௖ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖ܿ݅ݎ   ݃௔ௗ   െ
െܿ݅ݎ௔ௗ  ݃௕௖ሻ  ൌ 0; 

௔ො௕௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕௖ௗ   െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔ො௖  ൅ ௔ො௖ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ   െ
 െ ௔ොௗܿ݅ݎ	  ݃௕௖ሻ  ൌ 0; 

௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕෠௖ௗ   െ  ଵ
ସ
ሺܿ݅ݎ௕෠ௗ  ݃௔ො௖  ൅ ௔ො௖ܿ݅ݎ   ݃௕෠ௗ  െ ௕෠௖ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ െ  

െ ௔ොௗܿ݅ݎ  ݃௕෠௖ሻ  ൌ 

  ൌ  െ
ଵ

ଶ
 ൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶ௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௔ െߜ  ௔ܶො௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௕ߜ   െ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶ௖

଻ ௗߜ 
௔൯; 

௔ො௕௖̂ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕௖̂ௗ   െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔ො௖̂  ൅ ௔ො௖̂ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖̂ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ െ

െ ܿ݅ݎ௔ොௗ  ݃௕௖̂ሻ  ൌ െ  2  ௔ܶො௖̂
଻   ௕ܶௗ

଻  ൅
ଵ

ଶ
൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶௗ
଻ ௕ߜ 

௖ ൅   ௖ܶ̂௛෡
଻   ௛ܶ௕

଻ ௗߜ 
௔൯. 

Таким образом, имеет место следующая 
Теорема. Тензор конгармонической кривизны 6-мерного 

келерова подмногообразия алгебры Кэли определяется равен-
ствами 
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௔௕௖ௗ݄ܥ    ൌ ௔ො௕௖ௗ݄ܥ    ,0    ൌ 0, 

௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ   ൌ  െ  
ଵ

ଶ
 ൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶ௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௔ െߜ  ௔ܶො௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௕ߜ   െ

െ	 ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶ௖

଻ ௗߜ 
௔൯, 

௔ො௕௖̂ௗ݄ܥ   ൌ െ  2  ௔ܶො௖̂
଻   ௕ܶௗ

଻  ൅
ଵ

ଶ
൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶௗ
଻ ௕ߜ 

௖ ൅   ௖ܶ̂௛෡
଻   ௛ܶ௕

଻ ௗߜ 
௔൯. 

 
3. Ясно, что вычисленные компоненты тензора конгармо-

нической кривизны позволяют исследовать так называемые 
конгармонические аналоги тождеств Грея из [10]. Такие ана-
логи были введены в рассмотрение В. Ф. Кириченко и А. Ши-
хабом в [2]. Отметим при этом, что основная часть результа-
тов, полученных в статье [2], а также в работах [3] и [4], отно-
сится к приближенно келеровым многообразиям, преимуще-
ственно 4-мерным. 

Другое возможное приложение полученного результата — 
это дальнейшее развитие теории 6-мерных келеровых подмно-
гообразий алгебры октав. К сожалению, после выхода в свет 
фундаментальной статьи В. Ф. Кириченко [6] работ именно о 
келеровых 6-мерных подмногообразиях алгебры Кэли опубли-
ковано крайне мало (см.: [11; 12], отчасти [13; 14], а также об-
зор [7]).  
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Conharmonic transformations are conformal transformations 
that preserve the property of harmonicity of smooth functions. 
This type of transformation was introduced into consideration in 
the 50s of the last century by the Japanese mathematician Y. Ishii. 
It is known that such transformations have a tensor invariant — the 
so-called conharmonic curvature tensor. Note that complementing 
the Riemannian structure to an almost Hermitian structure allows 
us to single out some additional conharmonic invariants. 

In this paper, we consider the conharmonic curvature tensor of  
6-dimensional Kählerian submanifolds of the octave algebra. The 
Kählerian (and in the general case, almost Hermitian) structure on 
such submanifolds is induced by the so-called Gray — Brown  
3-vector cross products in the Cayley algebra.  

The main result of the work is the calculation of the so-called 
spectrum of the conharmonic curvature tensor for an arbitrary 6-di-
mensional Kählerian submanifold of the octave algebra. By the 
concept of the spectrum of a tensor, we mean the minimal set of 
the components in the space of the associated G-structure that 
completely determines this tensor.  
 
Keywords: almost Hermitian structure, Kählerian structure, tensor of 

conharmonic curvature, six-dimensional submanifold of Cayley algebra 
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